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RESUMO

No presente trabalho ¢ efectuada uma abordagem genérica da optimizagdo, recorrendo
ao método de Lagrange-Newton. Uma vez que este método ¢é de segunda ordem, ¢ necessario
proceder ao calculo das primeiras e segundas derivadas das fungdes que constituem o
programa matematico. De modo a permitir uma utilizagdo versatil do programa de
computador desenvolvido, foi necessario acrescentar-lhe a capacidade de interpretar
programas matemaéticos e de proceder a derivagio exacta das fungdes que o constituem. A
utilizagdo de variaveis de desvio na conversdo das restrigdes desigualdade em restrigdes’
igualdade e a transformagéo do problema original num problema sem restrigdes recorrendo a
multiplicadores de Lagrange contribuem para que o ntmero de variaveis seja muito elevado.
Este problema foi ultrapassado recorrendo a técnicas eficientes de resolugdo do sistema de
equagdes, cuja matriz dos coeficientes ¢ a Hessiana do Lagrangeano. Na resolugdo deste
subproblema pode ser utilizada uma versdo do método de eliminagdo de Gauss em que €
considerada a esparsidade especifica da matriz Hessiana ou o método dos gradientes
conjugados. Com o objectivo de melhorar o condicionamento do problema sdo utilizadas
diversas técnicas de scaling.

O método de optimizagio desenvolvido no dmbito do presente trabalho € aplicado a
optimizagdo de estruturas com comportamento linear ou néo linear. Em ambos os casos €
utilizada uma formulagfio integrada, i.e., as varidveis que traduzem o comportamento da
estrutura sio consideradas como varidveis do problema de optimizagio. Sdo apresentados
resultados correspondentes 4 minimizagio do custo de trelicas tridimensionais com
comportamento linear, tendo sido possivel abordar com sucesso a resolugdo de problemas
com um ntmero de varidveis independentes da ordem dos milhares e com um numero de
restrigdes da ordem da dezena de milhar. A optimizagdo de estruturas com comportamento
ndo linear é formulada e exemplificada recorrendo a vigas continuas. E admitida a eventual

formaggo de rétulas plasticas, sendo possivel limitar as correspondentes deformagdes.



ABSTRACT

The thesis presents a generic treatment of the optimization problem via the
Lagrange-Newton method. Since this is a second order method, it is necessary to compute the
first and second derivatives of the functions that define the mathematical program. In order to
enhance its versatility, the code developed has a built-in facility for both interpreting
mathematical programs and performing the exact derivation of their constituent functions. The
use of slack variables for converting inequality constraints into equality constraints and the
transformation of the original problem into an unconstrained one by recourse to Lagrange-
multipliers, both contribute to increase the number of variables. This problem has been
overcome by employing efficient solution techniques for the equation system, whose
coefficient matrix is the Hessian of the Lagrangean, namely either a variant of the Gauss
elimination method in which the sparsity of the Hessian is accounted for, or the conjugate
gradient method. Several scaling techniques are also employed to improve the conditioning of
the problem.

The optimization technique developed is applied to the optimization of linear and
nonlinear structures. In both cases an integrated formulation is applied, i.e., the variables
describing the structural behaviour are considered as variables of the optimization problem.
Results are presented for the cost minimization of linear 3D trusses, where successful
solutions have been achieved for problems whith over 10° independent design variables and
over 104 constraints. The optimization of nonlinear structures is illustrated with continuous
beam applications, where the formulation of plastic hinges is incorporated and the
corresponding deformations may be bounded.
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SIMBOLOGIA

SIMBOLOGIA NA PROGRAMAGAO MATEMATICA

parimetro de pesquisa unidimensional

erro ou tolerancia; assume em geral valores positivos de ordem de grandeza
muito pequena

variavel que ¢ adicionada a uma restrigéo desigualdade
variavel que é adicionada a uma restri¢do igualdade

pseudo fungdo objectivo utilizada na minimizagdo sem restri¢des sequencial e
no método do Lagrangeano aumentado

multiplicador de Lagrange

multiplicador de Lagrange transformado

multiplicador de Lagrange associado a restri¢des desigualdade
multiplicador de Lagrange associado a restri¢des igualdade
gradiente de uma fun¢do

gradiente de uma fungdo relativamente as variaveis x

direcgdo ou variagdo da solugdo

matriz dos coeficientes
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b > vector dos termos independentes
C > matriz de pré-condicionamento

d > direcgdo ou variagdo da solugdo

D (A) —  matriz diagonal; os elementos da diagonal de D coincidem com os da diagonal

de {1

E > erro que é minimizado na pesquisa unidimensional

f- fungdo objectivo

F(s) > folga de uma restrigdo desigualdade

g - restricdo desigualdade

h > restri¢do igualdade

H > matriz Hessiana

I > matriz identidade

I > ndimero de restrigdes igualdade

L > Lagrangeano

L' —> fungdo objectivo dual

m — numero de restri¢des desigualdade

n— nuimero de varidveis de projecto

nt - soma do niimero de variaveis de projecto com o nimero de restrigdes
igualdade (n + 1)

q > numero da iteragéo

r = vector cujas componentes sdo os residuos {1 Jf_é

5 > varidvel de desvio

variavel de desvio transformada

i
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vector auxiliar utilizado no algoritmo correspondente ao método dos gradientes

conjugados )

variavel de projecto

valor minimo/maximo de uma varivel de projecto (simple bounds ou side

constraints)
solugdo inicial
solugdo 6ptima

variavel de projecto transformada

vector que contém todas as varidveis do Lagrangeano (s, A%, x, 7»")

coeficientes associados as técnicas de scaling

SIMBOLOGIA NO CAPITULO 6

peso especifico do material

tensdo normal

tensdo minima/maxima de um material

tensdo de encurvadura de Euler

variaveis adjuntas

area da secgdo transversal da barra

4rea minima/maxima da secgdo transversal da barra
custo por unidade de volume de um material

custo global da solugdo
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deslocamentos dos nds

deslocamento minimo/maximo de um né

modulo de Young do material

for¢as nodais equivalentes

momento de inércia da secgdo transversal da barra
matriz de rigidez

factor que multiplicado pela solugdo FSD da origem a uma soluggo que
respeita as restrigdes deslocamento

comprimento da barra

momento flector

esfor¢o axial numa barra

nimero de barras

carga uniformemente distribuida na barra

deslocamentos dos nos
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Varidveis utilizad r e

factor de carga
comprimento do tramo
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O principal objectivo do projectista de estruturas devia ser sempre o da obtengdo da
solugdo mais vantajosa para cada problema. De um modo geral esta tarefa implica uma
pesquisa exaustiva, que obrigaria o projectista a ter em consideragdo todas as solugbes
possiveis. Para que esta tarefa seja realizavel é necessério que o niimero de solugdes possiveis’
seja finito e que o estudo de todas essas solugdes possa ser efectuado num intervalo de tempo
razoavel. Esta situagdo s6 ocorre em problemas muito simples e com um reduzido ntimero de
parimetros, que por sua vez SO possam assumir um também reduzido niumero de valores. Nos
restantes casos torna-se necessdrio abordar o problema de um modo mais ou menos
simplificado de modo a ser possivel a sua resolugdo. E tarefa do projectista ajuizar se o
problema simplificado possui uma solugdo que aproxima com um rigor satisfatorio a solugdo
do problema original.

Na formulagio de um problema de engenharia estrutural a primeira fase consiste
habitualmente na identificagio de um conjunto de pardmetros gerais, cuja quantificagdo
antecede a intervengdio do projectista de estruturas. Referem-se como exemplos os seguintes
casos: selecgo do perfil de uma estrada antecedendo o projecto de uma ponte, cota de uma
albufeira fixada antes de projectar a barragem, etc. Segue-s€ a selecgdo do tipo de estrutura.
No caso da ponte pode ser adoptada uma solugéo com multiplos pilares, em arco, etc. No caso
da barragem a decisio a tomar podera ser entre uma solugio em abdbada ou do tipo
gravidade. Uma vez que em cada situagdo existe um reduzido nimero de tipos de estrutura
passiveis de serem concretizadas, as decisdes relativas a esta fase sdo geralmente baseadas na
comparagdo entre estudos preliminares. Ap6s a definigéo geral do problema e a selecgdo do
tipo de estrutura, segue-se uma fase que, na generalidade dos casos, pode ser
matematicamente formulada como uma minimizagdo de um custo. No presente trabalho
apenas serfio aprofundados os aspectos relativos a esta ultima fase.



1.2 CAPITULO 1

1.1 - OPTIMIZAGAO DE ESTRUTURAS

Optimizar uma estrutura significa na generalidade dos casos determinar a solugdo que
torna minimo o valor de uma fungéo escalar que traduz, directa ou indirectamente, um custo e
que ¢é designada fung@o objectivo. Para que a estrutura tenha utilidade, devem ser satisfeitas
algumas exigéncias relativas a sua seguranga e performance. Estas exigéncias constituem um
conjunto de igualdades e/ou desigualdades designadas restrigdes. Em certos casos particulares
a formulagdo do problema de optimizagdo pode apresentar alguns aspectos diferentes dos atras
referidos. Se o objectivo for a maximizagdo da seguranga ou da performance considerando o
custo fixo, resulta um problema que pode ser resolvido de um modo semelhante e ao qual esta
também associado o conceito de optimizag@io da estrutura. Existem problemas em que o
objectivo pode ndo ser unico, sendo a respectiva optimiza¢io designada multi-objectivo. Estes
problemas podem ser resolvidos com uma unica funggo objectivo que resulta da combinagdo
ponderada dos diversos objectivos iniciais.

Nos problemas de optimizagdo estd quase sempre presente a necessidade de
quantificar um custo. Se a estrutura for constituida por um tinico material, pode-se em geral
considerar que o seu custo depende do volume do material que vai ser utilizado na sua
construgdo. Nestes casos, se em vez do volume for considerado o peso do material, a solugdo
do problema é obviamente a mesma. Se estiverem presentes diversos materiais, o custo da
estrutura pode ser facilmente calculado a partir dos respectivos custos unitdrios. Qualquer um
destes procedimentos fornece apenas o custo associado & quantidade de material utilizado na
propria estrutura. A necessidade de executar estruturas auxiliares durante as fases construtivas
tem custos adicionais que dependem da solugdo adoptada e que podem influenciar
significativamente o respectivo custo global. A consideracdo destes custos na funcdo
objectivo pode nalguns casos ser simples e noutros muito complexa. Os custos de cofragens
de pegas de betdo € em geral facil de incluir no custo global da solugdo, desde que se conhega
o respectivo custo por unidade de superficie. Contrastando com esta simplicidade estdo por
exemplo os cimbres, cavaletes ou vigas de langamento, cujo custo depende da solugdo
adoptada para a estrutura de um modo dificil de quantificar. Resta por ultimo referir um custo
cuja avaliagdo e inclusdo na fungio objectivo se revela ainda mais complexa. E evidente que
uma solugdo que apresente uma grande regularidade e repetitividade é mais facil e
economicamente executada do que uma solugdo muito heterogénea. Se ndo forem impostas
restrigdes que limitem essa heterogeneidade, a solugdo do problema de optimizagdo pode ser
de tal forma complexa que a sua execugdo teria custos adicionais incomportaveis. A
consideracdo de restricdes adicionais que limitem a heterogeneidade da estrutura conduzira
necessariamente a uma solugio de custo mais elevado. A ponderagio destes aspectos -
heterogeneidade e simplicidade de execugdo - € muito dificil de quantificar e de incluir na
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fun¢do objectivo. As decisdes relativas & imposigio de restrigdes que limitem a
heterogeneidade da solugdo final sdo em geral baseadas na intuigdo e experiéncia do

projectista.

1.2 - CLASSIFICACAO DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS

Quer na analise, quer na optimizagdo, ¢ essencial considerar o comportamento da
estrutura de um modo simplificado. O procedimento mais versatil consiste na discretizagdo da
estrutura em elementos finitos, formulando o respectivo comportamento por intermédio do
método dos deslocamentos. Deste modo, um campo de deslocamentos continuo passa a ser
caracterizado por um nimero finito de deslocamentos em pontos nodais. As tensdes passam
também a ser apenas verificadas num nimero finito de pontos de amostragem. Nas estruturas
com comportamento linear, os deslocamentos sdo considerados como varidveis € as tensdes
como func¢des que dependem dos deslocamentos € de algumas caracteristicas da estrutura. Nos
problemas de analise de estruturas o respectivo comportamento ¢ traduzido por um sistema de
equacdes lineares em que apenas os deslocamentos dos nés figuram como incdgnitas. As
tensdes sio calculadas a posteriori. Nos problemas de optimizagdo de estruturas, os
deslocamentos dos nés e as tensdes sdo variaveis que na generalidade dos casos podem figurar
na formulagio de um modo implicito.

Nos problemas de optimizagdo, além dos deslocamentos dos nés e das tensdes,
existem outras variaveis que dependem do tipo de problema e do grau de complexidade que o
projectista pretende incluir no estudo da estrutura. No conjunto de pardmetros que definem a
solugdo estrutural, é necessario seleccionar previamente aqueles que podem ser modificados
pelo algoritmo de optimizagdo. Estes pardmetros passam a pertencer ao conjunto das varidveis
e os restantes assumem valores constantes durante o processo de optimizagdo da estrutura. O
tipo de parimetros que ndo sdo fixados designam-se por variaveis de projecto e constituem o
principal critério de classificagdo de problemas de optimizagdo de estruturas. Apresenta-se em
seguida uma breve descrigéo de cada um desses tipos de problemas.
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1)

2)

3)

4)

5)

CAPITULO 1

Optimizagio de sec¢des transversais - as varidveis de projecto sdo as caracteristicas
das secgdes transversais das barras em estruturas reticuladas (treli¢as ou pérticos). As
coordenadas dos nos e as propriedades dos materiais utilizados sdo fixas. As secgdes
transversais podem ser caracterizadas por intermédio da respectiva drea, momento de
inércia ou dimensdes transversais. Este tipo de problema € o mais simples de formular -
e consequentemente ¢ o que mais vezes ¢ utilizado para avaliar e exemplificar as
caracteristicas dos métodos de optimizagao.

Optimizagdo de espessuras - este tipo de problema encontra-se associado as estruturas
laminares (membranas, lajes e cascas). As varidveis de projecto so as espessuras dos
elementos finitos ou a espessura em cada ponto nodal. As coordenadas dos nés e as
propriedades dos materiais utilizados sdo fixas. Existem muitas semelhangas entre

este tipo de problema e a optimizagdo de secgdes transversais atrds descrita.

Optimizagdo de forma - a principal diferenga entre este tipo de problema e os outros
dois ja descritos consiste no facto de as coordenadas dos nés serem também varidveis
de projecto. No caso da optimizagdo de forma em sélidos tridimensionais, apenas as
coordenadas dos nés sdo varidveis, porque na respectiva formulagdo ndo sdo
consideradas sec¢des nem dimensdes transversais de elementos finitos. Na prética €
aconselhavel manter um nimero significativo de nés com as coordenadas fixas para
que a estrutura ndo seja radicalmente modificada. Em certos casos pode interessar que
os nés cuja posigdo é livre fiquem situados sobre uma linha ou superficie de
geometria simples. Os pardmetros que definem esta linha ou superficie sdo também
incluidos no conjunto das variaveis do problema de optimizagdo. Estas restri¢Ges
adicionais  destinam-se a evitar que a solugdo Optima apresente grandes
irregularidades.

Optimizagdo da localizagdo de acgSes - o problema que melhor exemplifica este tipo
de optimizagdo € o da localizagdo e quantificagdo do pré-esfor¢o numa estrutura.
Podem também estar presentes varidveis de outro tipo, tais como dimensdes de

secgdes transversais, espessuras ou coordenadas de nos.

Optimizagdo de materiais - esta designagdo ¢ utilizada sempre que uma ou mais
propriedades dos materiais s3o consideradas como varidveis do problema de
optimizagdo. Estas varidveis podem traduzir o facto de diferentes materiais
apresentarem propriedades distintas ou podem estar associadas a variagdo de
propriedades que ocorre entre classes de resisténcia de um mesmo material. Uma vez
que nio ¢ possivel dispor de materiais com uma variagdo continua de propriedades, as
respectivas varidveis devem ser consideradas discretas.
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6) Optimizagdo da topologia - sdo assim designados o0s problemas cuja resolucéo
envolve a supressio ou o acréscimo de componentes da estrutura. No caso das
estruturas reticuladas, para além de retirar e adicionar barras, o algoritmo de
optimizagdo deve ser capaz de modificar as conexdes existentes. Nos meios continuos

¢ importante a possibilidade de criar ou suprimir aberturas. Também sio consideradas
_como optimizagdo da topologia as situagdes em que o niimero de ligagdes ao exterior

e a sua posigdo sdo variaveis. Estes problemas s3o em geral muito complexos, s
sendo possivel a resolugdo de casos simples. Apresenta-se como exemplo o caso de
uma treliga em que cada né se encontra inicialmente ligado a todos os outros. A tarefa
essencial do algoritmo de optimizagdo serd a de decidir quais sdo as barras que devem

ser suprimidas.

1.3 - RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS

Em muitos problemas de dimensionamento de estruturas, cuja resolugdo ¢ efectuada
recorrendo a técnicas de optimizagdo, a solugdo final apresenta caracteristicas simples.
Refere-se como exemplo o facto de as solugdes Gptimas relativas a treligas hiperstaticas serem
geralmente configuragdes isostaticas em que os pontos de aplicagdo das cargas e 0s apoios se
encontram ligados pelo trajecto mais curto. Nestes casos as solugBes Optimas parecem estar ao
alcance de qualquer projectista que recorra apenas a intui¢do e & experiéncia adquirida na
resolugdo de problemas semelhantes. Em muitos outros casos, solu¢des quase Gptimas podem
ser obtidas recorrendo apenas a regras heuristicas e a critérios de dimensionamento
elementares. Existem contudo situagdes em que ndo € facil chegar as solugdes mais
convenientes. Referem-se como exemplo problemas de dimensionamento em que estdo
presentes diversos casos de carga a solicitar a estrutura de distintos modos, diversos materiais
com custos diferentes, restrigdes contraditorias, etc. Nestes casos ¢ fundamental o recurso a
técnicas de optimizag¢io mais ou menos elaboradas.

A utilizagdo de métodos de optimizagdo de estruturas ndo deve limitar-se a resolugdo
de problemas complexos. Apresentam-se em seguida algumas situagBes em que a obtengdo da
solug@o optima é fundamental:

- estruturas invulgares ou mesmo inéditas, em relagdo as quais ndo exista experiéncia
acumulada;
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- estruturas importantes e de custo elevado;
- quando o projecto da estrutura se destinar a ser executado em multiplos exemplares;
- quando € exigida a estrutura uma elevada performance.

Para que um projectista possa recorrer a métodos de optimizacdo para resolver
problemas de dimensionamento de estruturas, ¢ fundamental colocar a sua disposi¢do codigos
computacionais eficientes, robustos, versateis e faceis de utilizar. Os métodos de optimizagéo
apresentam quase sempre uma complexidade consideravel, que faz com que este conjunto de
objectivos seja dificilmente alcangado. No passado, devido a limitagSes nos recursos
informaticos, a eficiéncia foi um dos objectivos prioritarios de modo a permitir a resolugdo de
problemas com interesse pratico. Este aumento da eficiéncia foi quase sempre conseguido a
" custa de uma diminuigdo da robustez e da versatilidade dos algoritmos [Aro87b]. As
simplificagdes introduzidas vieram também dificultar a obten¢do de resultados precisos. No
presente trabalho foi dada prioridade a versatilidade, precisdo e facilidade de utiliza¢do do
codigo computacional. O constante aumento da performance dos computadores tem
contribuido para que a eficiéncia deixe de ser um aspecto problematico. Se no futuro passarem
a estar disponiveis programas de computador suficientemente robustos, eficientes e faceis de
utilizar, podera vir a ser possivel recorrer 4 optimizagio sempre que for necessério
dimensionar uma estrutura. Espera-se que o presente trabalho corresponda a um progresso

nesse sentido.
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PROGRAMACAO MATEMATICA

A formulagio matematica dos problemas de optimizagdo em geral, e de optimizagdo

de estruturas em particular, traduz-se habitualmente no seguinte problema:
Minimizar f(x,, ..., %,) (2.12)
sujeito a

gl(xl,...,x,,) <0
: : (2.1b)

gm(x,,...,x,,) <0

hl(xl,...,xn) = 0
: : (2.1¢)
h,(xl,...,x,,) =0

Nesta descri¢do, as varidveis x; (i = l,..,n) sdo as variaveis de projecto, a fungdo
escalar f¢ a fungdo objectivo, g; <0 (j = 1,..,m) sio as restri¢des do tipo desigualdade e por
ultimo A, =0 (k = 1,..,/) sdo as restri¢des do tipo igualdade. O problema (2.1) é designado

programa matematico e pode ser escrito do seguinte modo mais compacto
Min. f (x) (2.2a)
s.a

g({) <0 (2.2b)

{z(x) =0 , (2.2¢)
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A solugo do problema (2.2) é o vector x* que torna minimo o valor da fungio
objectivo f, respeitando as restri¢des g < 0 € 4 = 0. Esta solugdo é designada solugdo 6ptima.

Em casos particulares pode existir mais do que uma solugéo éptima. As solugdes que apenas
respeitam as restri¢des (2.2b) e (2.2¢) designam-se solugdes admissiveis, sendo o dominio por
elas definido designado regido admissivel. As solugdes que ndo respeitam a totalidade das
restri¢des sdo solugdes inadmissiveis. Se o problema de optimizagdo que se pretende resolver
for correctamente formulado, admite-se que a sua solugdo coincide com a solugdo dptima do
programa matematico (2.2). Os problemas de maximizagdo sdo também contemplados pela

formulagdo (2.2) desde que se atenda a seguinte equivaléncia
Maximizar f(x) & Minimizar - f(x) 2.3)

As restri¢des desigualdade do tipo g = 0 podem ser convertidas em restri¢des do tipo
(2.2b) por intermédio de uma multiplica¢éo por (-1)

g20 & -g<0 . 24

No programa mateméatico (2.2) considera-se geralmente que as varidveis x podem

assumir qualquer valor real e que as fungdes f, g € A sdo continuas e reais. E habitual

considerar que as respectivas derivadas sdo também continuas. A méxima ordem em relagéo a
qual as derivadas devem ser continuas depende do método de optimizagdo utilizado. Nestas
circunstancias o programa matematico (2.2) é designado programa néo linear. No Quadro 2.1
encontram-se algumas caracteristicas das variaveis, fungdo objectivo e restricdes que déo
origem a programas matematicos com determinadas particularidades [Gil81]. Enquanto que
nuns casos estes aspectos particulares dificultam a respectiva resolugdo, noutros casos
permitem o desenvolvimento de métodos mais eficientes e mais robustos do que os destinados

a resolugdo de programas ndo lineares.
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Quadro 2.1 - Casos particulares de varidveis, fungdo objectivo e restrigdes.

[}

Particularidade Descri¢do/Exemplo

continuas Assumem qualquer valor real

Variaveis discretas S6 assumem alguns valores reais
inteiras S6 assumem valores inteiros
bindrias S6 assumem os valores 0 ¢ 1
funcdo de uma variavel Ex: f(x) =3x* +Ux2+1
linear Ex: f(x) =3x; —6x;

Fungdo quadratica Ex: f (x) = 3x12 —6x1x7
objectivo polinomial Ex: f|x ( ) = 4x1 Xy + 6x2x3 x5 + 7x4 -1
i - 23

ndo linear com continuidade Ex: f = (x,+1) (x2 +5x3 + 1)
n#o linear sem continuidade Ex: f(x) = “5 x1 x; “
sem restrigdes -

Restrigdes limites nos valores das varidveis Xmin S % S ¥max

igualdade lineares Ex g(x) 3x;—6x3 <0

e polinomiais Ex: g( ) = 4xl Xy + 6x2x3 x5 + 7x4 -1<0
desigualdade ndo lineares com continuidade -2

ndo lineares sem continuidade
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Algumas das particularidades referidas no Quadro 2.1 dio origem a programas
matematicos com designagdes especificas. Quando a fun¢do objectivo e as restrigdes sdo
fungdes lineares, o programa matematico (2.2) recebe a designagio de programa linear e pode
ser resolvido pelo método simplex [Dan63]. Este € considerado o mais antigo método de
resolugdo de programas matematicos, tendo sido desenvolvido por George Dantzig em 1947.
A programagdo quadratica apresenta como tnica diferenga relativamente a programagdo linear
o facto de a fungdo objectivo poder ser quadratica. Quando a fungdo objectivo € as restrigdes
desigualdade sdo fung¢des polinomiais generalizadas (signémios), o programa matematico
passa a designar-se programagdo geométrica, sendo neste caso necessario considerar mais
algumas particularidades [Kir81]. Se néo existir nenhuma restrigéio, o problema ¢ designado
minimiza¢do sem restrigdes. Uma classe importante de métodos de optimizagdo baseia-se na
resolugdo de problemas com restrigdes recorrendo a sequéncias de minimizagdes sem
restri¢des [Hil90]. Torna-se portanto fundamental dispor de métodos eficientes para resolver
este caso particular. Quando as varidveis do problema s6 podem assumir valores inteiros, a
designagdo adoptada € a de programagdo inteira e quando s6 podem assumir os valores 0 € 1
trata-se de programagdo inteira bindria.

Os métodos destinados a resolugéo de problemas de optimizagdo de estruturas s6 em
situagdes muito particulares podem tirar partido das simplificagdes que resultam do facto das
fungdes serem lineares ou quadraticas. Alguns métodos de optimizagdo baseiam-se em
~ sequéncias de programas lineares ou quadréticos, que sdo mais robustos quando o problema
inicial se apresenta com um elevado numero de restri¢Ses lineares ou quase lineares. Este
objectivo é por vezes alcangado recorrendo & utilizagdo de varidveis reciprocas, i.e.,
substituindo X, por l/xi [F1e87]. Na optimizacdo de estruturas depara-se frequentemente com
uma dificuldade adicional, que consiste no facto de algumas variaveis serem discretas.

2.1 - COMPONENTES DE UM PROGRAMA MATEMATICO

Os problemas de optimizagdo de estruturas podem de um modo geral ser formulados
como um programa matematico, que apresente a forma indicada em (2.2). Conforme o tipo de
problema que estd a ser abordado, as varidveis, fungdo objectivo e restrigdes tém diferentes
significados. Apresentam-se em seguida algumas caracteristicas destas componentes do
programa matematico, bem como exemplos da sua concretizagdo em problemas de
optimizagdo de estruturas.
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2.1.1 - Varidveis de projecto

As grandezas que em cada caso sdo consideradas variaveis dependem do tipo de
problema de optimizagdo de estruturas (ver Capitulo 1). Na generalidade dos casos os
deslocamentos dos nds estio presentes como varidveis continuas. No Capitulo 6 sera
apresentado um procedimento que faz com que os deslocamentos passem a ser considerados
de um modo implicito, deixando de figurar no vector das variaveis de projecto x. Na
optimizagdo de secgdes transversais é em geral conveniente considerar as respectivas
caracteristicas como variveis discretas para evitar uma excessiva heterogeneidade da solugdo
6ptima e para que seja possivel construir a estrutura com secgdes standardizadas. Na prética
revela-se quase sempre mais simples resolver o problema de optimizagdo com as
caracteristicas das secgdes transversais como varidveis continuas. Em seguida é possivel
passar para a solugdo discreta recorrendo a técnicas rigorosas ou aproximadas. Na optimizagdo
de espessuras ¢ mais frequente considerar as variaveis continuas. Em certos casos pode ter
interesse considerar as espessuras como variveis discretas, pelos mesmos motivos indicados
no caso das secgdes transversais.

Na optimizagdo de forma as varidveis de projecto sdo as coordenadas dos nds, sendo
conveniente considera-las como varidveis continuas. Se os nds cujas coordenadas sdo
variaveis forem obrigados a situar-se sobre uma linha ou superficie (por exemplo B-Spline ou
Bezier), as posigdes dos respectivos pontos de controle passam a ser as varidveis de projecto
[Bec87]. Neste caso as coordenadas dos nds passam a ser varidveis dependentes e podem
figurar na formulagdo do problema de um modo implicito. Quando as posi¢Ses dos pontos de
controle das superficies de Bezier ou dos B-Splines forem as variaveis de projecto, estas |
devem ser consideradas continuas.

No Capitulo 1 foi apresentado como exemplo de optimizago da localizagdo de acgdes
a minimiza¢do do custo do pré-esforgo a aplicar numa estrutura. Neste caso as variaveis de
projecto s#o as coordenadas dos pontos que definem o tragado do cabo e o valor do pré- -
esforco. Estes dois tipos de varidveis podem ser consideradas continuas.

Devido ao facto de ndo existirem materiais com uma variagio continua de
propriedades e pof ser habitual considerar um numero reduzido de classes de resisténcia, a
optimizagio de materiais deve ser abordada com varidveis discretas. Também sdo
considerados como optimizagdo de materiais os problemas em que as variaveis de projecto
sdo as orienta¢des das fibras em compdsitos. Neste caso os angulos que definem essas
orientagdes podem ter uma variagdo continua. Para facilitar o processo construtivo ¢ também
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conveniente restringir o numero de adngulos possiveis, passando nesse caso as respectivas

variaveis a ser discretas.

Os problemas de optimizagéo da topologia podem em certos casos ser formulados com
varidveis bindrias, que também sdo designadas varidveis 0-1. Cada elemento da estrutura deve
ser multiplicado por uma varidvel bindria, bem como as restri¢des relativas ao seu
comportamento. Na solugiio Optima os elementos aos quais estd associada uma varidvel
binaria nula sdo suprimidos e os restantes mantidos.

2.1.2 - Fungio objectivo

A fungdo objectivo f (x) que figura no programa matematico (2.2) depende do tipo

de problema de optimizagdo e da grandeza que se pretende minimizar. Na generalidade dos
casos ¢ facilmente explicitada a partir das varidveis de projecto. Se a estrutura for constituida
por um tinico material € habitual considerar que ao minimizar o volume estd-se a minimizar o
custo. Se estiver presente mais do que um material a fun¢do objectivo deve representar o custo
da estrutura, sendo calculada a partir do custo por unidade de volume de cada material. Se se
pretender minimizar o peso de uma estrutura constituida por diversos materiais ¢ suficiente

considerar como custo por unidade de volume o peso especifico de cada um deles.

Em certos problemas pouco frequentes pode haver interesse em maximizar a
performance de uma estrutura com custo fixo. Nestes casos a fungdo objectivo representa a
grandeza associada a essa performance. Apresenta-se como exemplo a maximizagdo da
rigidez, da carga critica de instabilidade, da menor frequéncia prépria, etc. Nestes problemas a
solucfio 6ptima representa a distribuigdo de recursos que maximiza a performance, respeitando

as restri¢des.

Os problemas de andlises de estruturas com comportamento linear podem ser
formulados como uma minimizacdo da energia, considerando como varidveis os
deslocamentos e as reacgdes. Se se pretender efectuar a andlise de uma estrutura com
comportamento elastoplastico o objectivo passa a ser a maximizagdo do factor de carga
[Ada80].
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2.1.3 - Restrigdes igualdade

As restrigdes igualdade que figuram no programa matematico (2.2) podem ser
climinadas desde que em cada uma delas seja possivel explicitar uma variavel de projecto
distinta. Estas varidveis podem em seguir ser substituidas nas restantes expressdes do

programa matematico. Para clarificar este procedimento apresenta-se o seguinte exemplo

Min. xl2 + x% + x% (2.5a)
s.a
5%, +% <0 (2.5b)
X; =X +x=0 (2.5¢)
x3-2=0 (2.5d)

Na expressdo (2.5¢) ¢ possivel explicitar a varidvel x,, que em seguida pode ser
substituida nas restantes expressoes do programa matematico. Apds a substituigdo a restrigdo
(2.5¢) deixa de ser necessaria. Na expressdo (2.5d) é possivel explicitar x; e efectuar o mesmo
procedimento. Apos a realizagdo de algumas simplificagSes resulta o seguinte programa
matematico

- Min. 2x} +4x; +8 (2.62)
s.a
2%, +1<0 (2.6b)

A solugdo de (2.6) coincide necessariamente com a solugdo de (2.5). Este
procedimento conduz a um programa matematico com menos varidveis € com menos
restrigdes, que provavelmente serd resolvido de um modo mais eficiente. Se no programa
matemético estiverem presentes muitas restri¢des igualdade e se cada uma delas relacionar um
elevado niimero de variaveis, as sucessivas substitui¢des conduzem a expressdes de exagerada
complexidade. Nestes casos o aumento de eficiéncia atras referido pode ndo ocorrer. Por este
motivo apenas devem ser substituidas restrigSes igualdade em que figure um nimero muito
reduzido de variaveis. Quando o nimero de restrigdes ¢ elevado torna-se fundamental que as
substituicdes sucessivas e as consequentes simplificagdes sejam efectuadas com o auxilio de
um programa de computador.
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Nos problemas de optimizagdo de estruturas algumas restri¢des igualdade relacionam
um nuimero reduzido de varidveis e devem ser substituidas nas restantes expressdes do
programa matematico. Apresenta-se como exemplo as restri¢des do tipo

x, = constante 2.7)

3

Estas restrigdes estdo presentes quando € necessdrio impor valores fixos a
deslocamentos, nos problemas em que eles sdo considerados como varidveis de projecto.
Também aparecem restrigdes deste tipo nos casos em que se pretende fixar algumas varidveis

de projecto em problemas que foram inicialmente formulados com todas as varidveis livres.
Devem também ser substituidas as restrigdes do tipo

X =X, (2.8)

! J

Estas restrigdes sdo necessarias nos casos em que se pretende uma solugdo simétrica
ou quando se reduz a heterogeneidade da solugdo recorrendo ao agrupamento de varidveis
(variable linking).

Nos problemas em que figuram areas e momentos de inércia de secgGes transversais de
barras é necessario estabelecer relagdes do tipo

I’. =p a’? (29)

Os valores p e g sdo reais e dependem da forma da secg@o transversal. No caso dos
perfis metélicos standardizados a expressdo (2.9) ndo € exacta, podendo no entanto constituir

uma aproximagdo aceitavel.

A formulagdo do comportamento da estrutura por intermédio do método dos
deslocamentos implica a inclusdo no programa matematico de tantas restricdes igualdade
quantas as equagdes de equilibrio dos nds. Estas restri¢des relacionam os deslocamentos dos
noés com as restantes variaveis de projecto. Uma vez que o numero de equagdes de equilibrio €
igual ao numero de deslocamentos seria possivel explicitd-los e substitui-los nas restantes
expressdes do programa matematico. Exceptuando casos muito simples, este procedimento €
impraticavel porque implica um elevado nimero de operagdes € o armazenamento de um
grande volume de informagdo. Existe ainda a agravante de as operagdes efectuadas sobre este
tipo de informagdo ndo serem calculos numéricos mas sim substitui¢des e simplificagdes de
expressdes. No Capitulo 6 serd apresentado um método designado andlise de sensibilidades
que permite considerar de um modo implicito os deslocamentos dos nés e as equagdes de
equilibrio. Nos problemas de optimizag3o resolvidos no dmbito deste trabalho as equagdes de
equilibrio foram consideradas explicitamente como restrigdes do tipo (2.2b) ou (2.2c). A
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inclusio das equagdes de equilibrio como restrigdes desigualdade foi efectuada recorrendo a

seguinte equivaléncia .

%ﬁso

h(ic) 0e 4 (x) 3 (2.10)

" Esta substitui¢do de cada restrigdo igualdade por um par de restri¢des desigualdade
apresenta algumas vantagens, que serdo referidas no Capitulo 6. A seguinte equivaléncia
permite a substitui¢do de uma restri¢do igualdade por apenas uma restrigdo desigualdade

h(f) 0 o [h()f)]z <0 @2.11)

Quando esta substitui¢éo ¢ efectuada, o programa matematico (2.2) torna-se muito
dificil de resolver [Bel82].

De um modo geral é mais simples formular o programa matematico relativo a um
problema de optimizagdo de estruturas se se considerarem todos os elementos finitos
desligados entre si. Para que esta formulagdo traduza a realidade é necessério acrescentar um
conjunto de restrigdes igualdade do seguinte tipo

d, = dy 2.12)

A expressdo (2.12) significa a igualdade entre o deslocamento segundo o grau de
liberdade j do elemento i e o deslocamento segundo o grau de liberdade / do elemento k. A
substituicdo deste tipo de restrigOes nas restantes expressdes do programa matematico
constitui uma operagdo que corresponde ao convencional espalhamento das matrizes de
rigidez dos elementos.

Quando num programa matematico estdo presentes duas restri¢des igualdade

hl(af) -0
h(x)= 0

esta implicito que na solugdo se deve verificar ser’h1 =0¢h,= 0. Sempre que a formulagéo de

(2.13)

um problema exija que na solugdo se verifique ser 2, = 0 ou h, = 0 no programa matematico
deve estar presente a seguinte restricdo

hl(ic) hz(af) =0 (2.14)
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A expressdo (2.14) designa-se restrigdo de complementaridade e garante que as
fungdes A, ou h, ou ambas serdo nulas na solugdo optima. Contudo, permanece a possibilidade
de uma delas ser ndo nula. Nos problemas de optimizagfo de estruturas existe a necessidade
de considerar restrigdes de complementaridade quando estdo presentes apoios unilaterais.
Neste caso h, representa a reacgio de apoio e h, o deslocamento do né. Quando o
comportamento da estrutura € elastopldstico existe uma complementaridade entre a
deformagdo plastica e a distancia a superficie de cedéncia [Ada80].

2.1.4 - Restrigoes desigualdade

Alguns métodos de optimizagdo requerem que as restricdes desigualdade do tipo
(2.2b) sejam convertidas em restricdes igualdade. Esta conversdo pode ser efectuada

adicionando a g(x) uma fungdo F(s) que tem de ser sempre positiva

g(x) <0 > g(x) +F(s)=0 (2.15)~

A cada restrigdo g é adicionada uma fungfo F que depende de uma varidvel s. A
fungdo F representa a folga da restrigdo g e a variavel s € designada varidvel de desvio (slack
variable). Esta nova varidvel € acrescentada as restantes variaveis do programa matematico. O
valor das variaveis de desvio sé sera conhecido apds a resolugdo do problema de optimizagdo. -
Se o valor final de F(s) for nulo a restri¢do desigualdade ¢é designada activa. Se F(s) for maior
que zero, a restrigdo desigualdade € inactiva e a sua supressdo ndo afecta a solugdo do
problema de optimizagdo.

Existem diversas alternativas para a fun¢do F(s), sendo as mais comuns as seguintes

F(s)=s (2.16)
F(s)=|s| (2.17)
F(s)=s* (2.18)

A fungdo (2.16) s6 pode ser utilizada se houver a garantia de a variavel s s6 assumir
valores positivos. Quando o programa matemadtico ¢ linear e ¢ utilizado o método simplex na
sua resolugdo todas as variaveis sdo positivas, sendo portanto possivel utilizar (2.16). A
fungdo (2.17) ndo deve ser utilizada porque provoca descontinuidades no problema que
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podem dificultar a sua resolugdo. Na programagio ndo linear é em geral preferivel adoptar a
fungdo (2.18). No presente trabalho foi sempre esta a fungfo utilizada.

Nos problemas de optimizagdo as restrigdes desigualdade s3o devidas ao facto de ser
necessario limitar tensdes, deslocamentos, frequéncias proprias de vibrago, etc. E também
aconselhavel limitar os valores das proprias variaveis de projecto para evitar o aparecimento
de solucdes impossiveis (e.g., areas negativas) ou indesejadas (e.g., forma muito diferente da

correspondente a solugéo inicial). Estas restrigdes apresentam-se com a seguinte forma

<0 (2.19)

_xi + xmm =

X = X <0 (2.20)

i max —

e sdo designadas simple bounds [Gil81] ou side constraints [Van84].

2.2 - CONDICOES DE OPTIMALIDADE

Na generalidéde dos casos os problemas de optimizagdo sdo formulados como um
programa matematico constituido por fungdes ndo lineares continuas e de derivadas também
continuas. Nestas circunstancias e de acordo com o que foi atras exposto, a sua forma genérica
¢ a seguinte

Min. f()f) x = (xp2er%y) 2.213)
sa
g(x)s0 (G=1..m) (2.21b)
hk(yf) 0 (k=1..0) 2.210)

Alguns métodos destinados a resolugdo de programas matematicos procuram obter
directamente a solugdo de (2.21). Outros métodos procuram uma solugdo que satisfaga um
conjunto de condigdes designadas condi¢des de optimalidade. Neste caso ¢ necessario
demonstrar que uma solugio que verifique as condigdes de optimalidade ¢ a solugdo do
programa matematico (2.21). Qualquer que seja o método de resolugdo utilizado, € sempre
importante verificar se a solugdo obtida satisfaz ou ndo as condi¢bes de optimalidade. O
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estudo efectuado com base na solugdo fornecida por um método de resolugdo de (2.21)
designa-se genericamente andlise pds-optimizagdo ou andlise de sensibilidades da solugdo
6ptima. A analise pés-optimiza¢do permite uma avaliagdo da qualidade da solugdo obtida e
consiste também no calculo da influéncia no custo final da variagdo de certos pardmetros que
foram considerados com valor fixo [Van84]. A andlise pos-optimizagdo fornece respostas

para, por exemplo, as seguintes questdes:
- quanto aumenta o custo da estrutura se o deslocamento admissivel diminuir Au ?
- quanto diminui o custo da estrutura se a tensdo admissivel no material aumentar Ac?

E evidente que o objectivo da analise pds-optimizagdo consiste em obter respostas
para este tipo de questdes sem ter de repetir a resolugdo do problema de optimizagdo. A
analise pos-optimizagdo pode ser efectuada recorrendo as condigdes de optimalidade.

Apresenta-se em seguida uma classificagdo das condi¢Ges de optimalidade baseada no
facto de serem necessérias ou suficientes e de se referirem ao minimo global ou a um minimo

local:
A) condigdes necessérias para que uma solugdo seja um minimo local ou global;
B) condigGes suficientes para que uma solugdo seja um minimo local;
C) condigdes suficientes para que uma solugdo seja um minimo global.

Uma solugio do programa matemdtico (2.21) ¢ um minimo global quando ¢€
admissivel e ndo existe nenhuma outra solugio admissivel & qual corresponda um valor.
inferior da fungdo objectivo f. Esta ¢ portanto a verdadeira solugdo do programa matematico.
Quando uma solugdo é admissivel € numa sua vizinhanga ndo existe nenhuma outra solugéo
admissivel & qual corresponda um valor inferior da funggo objectivo f, esta-se na presenca de

um minimo local, que podera eventualmente ser um minimo global.

As condigdes suficientes para que uma solugfo seja um minimo global (C) so6 podefn
ser estabelecidas se a fungdo objectivo e a regidio admissivel apresentarem determinadas
caracteristicas relacionadas com o conceito de convexidade [Bel82]. Uma vez que na
generalidade dos casos os problemas de optimizagdo de estruturas ndo apresentam estas
caracteristicas, as condi¢des de optimalidade do tipo C) apenas serdo referidas em casos muito
simples. A verificagdio das condig¢des suficientes para que uma solugdo seja um minimo local
(B) obriga nuns casos a verificar se a matriz Hessiana da fungdo objectivo & positiva definida
e noutros casos a verificar as caracteristicas de um elevado numero de direcgdes admissiveis
[Bel82]. Quer num caso quer noutro, este procedimento revela-se pouco prético, ndo sendo
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habitualmente tido em considerag@o nos problemas de optimizagdo de estruturas. De um modo
geral a resolugdo deste tipo de problemas envolve apenas a procura de solugdes que
verifiquem algumas das condigdes necessarias relativas a minimos locais (A).

A formulagio das condigdes de optimalidade necessérias e suficientes constituiu em
muitos casos a base de desenvolvimento de importantes métodos de optimizagdo. Estes
métodos séo geralmente processos iterativos que partem de uma solugdo inicial e que a
modificam de modo a que ela venha a satisfazer as condigBes de optimalidade. Quando se
utilizam métodos que apenas garantem a verificagdo de algumas das condigdes necessarias
relativas a minimos locais (A) é conveniente repetir 0 processo iterativo a partir de distintas
solugdes iniciais. Deste modo aumenta-se a probabilidade de obter o minimo global ou pelo
menos um minimo local. Se se obtiverem diversas solugdes distintas, deve ser considerada
apenas aquela que apresentar um menor valor da fungéo objectivo.

Alguns problemas de optimizagdo apresentam multiplas solugdes com o mesmo valor
da fungdio objectivo. Estas solugdes podem ser multiplos minimos locais ou miltiplos
minimos globais. As condiges de optimalidade podem ser formuladas de modo a distinguir
solugdes isoladas de solugdes multiplas [Gil81]. Nos problemas de optimizagdo de estruturas
¢ satisfatorio determinar uma solugdo de custo minimo, independentemente de existirem ou
ndo outras solugdes com um custo igual. Por este motivo as questdes relativas a distin¢do
entre solugdes isoladas e solugdes multiplas ndo serdo aqui abordadas.

2.2.1 - Funciio com uma variavel e sem restri¢des

A minimizagdo sem restri¢des de uma fungdo que apenas depende de uma varidvel ¢é
um caso muito simples, mas que serve para introduzir alguns conceitos fundamentais. O
programa matematico relativo a este problema apresenta a seguinte formulagdo

Min. £ (x) (2.22)

Designando a solugdo optima por x’, as condi¢des de optimalidade sdo neste caso
[Gil81]

A) condigBes necessirias mas ndo suficientes para que x* seja um minimo local
ou global

f&H)=0 (2.23a)
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fr@H) =20 (2.23b)
B) condigdes suficientes mas néo necessarias para que x~ seja um minimo local

' H=0 (2.24a)

[ @)>0 (2.24b)
0)) ‘condic;(”)es suficientes mas nfio necessérias para que x~ seja um minimo global

fH=0 | (2.25a)

f"@®)20,V_ & féconvexa (2.25b)

Uma vez que é possivel representar graficamente o problema (2.22), as condi¢des de
optimalidade revelam-se neste caso intuitivas. As respectivas demonstragGes encontram-se em
[Gil81]. Na Figura 2.1 estd representada uma fungfo que possui diversos pontos com a

primeira derivada nula.

/%) T

P - minimo global

Q - minimo local

R - ponto de inflex3o
S - méximo local

P T - maximo global

Figura 2.1 - Fun¢3o com uma variavel - pontos com primeira derivada nula.

Os pontos P e Q verificam as condi¢des de optimalidade B), enquanto que R apenas
verifica as condigSes necessarias A). Apesar de satisfazer estas condigdes, o ponto R ndo €
minimo nem maximo local. As consideragdes relativas aos pontos S e T sdo semelhantes.
Alguns métodos de optimizagfo apenas procuram um ponto que satisfaga f* (=)= 0, podehdo
portanto convergir para qualquer um dos pontos indicados na Figura 2.1. As condi¢3es de
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optimalidade C) s6 sdo satisfeitas em situagdes particulares simples, uma vez que na

generalidade dos casos ndo existe convexidade. .

2.2.2 - Fungdo com n varidveis e sem restrigoes

A minimizagio sem restri¢des de fungdes de n variaveis apresenta muitas semelhangas

com o caso unidimensional. A respectiva formulagdo ¢ a seguinte
Min. £(%;,er%s) (2.26)

Nas condigdes de optimalidade sdo referidos o vector gradiente de f ¢ a matriz
Hessiana de fcuja definigdo ¢ a seguinte

Vf()f) - (%:: ;{n] @227
Hy(f) = (,gng (2.28)

Se a fungdo fe as respectivas derivadas forem continuas a matriz Hessiana é simétrica.

As condi¢des de optimalidade apresentam-se como uma generalizagdo do caso
unidimensional [Gil81] [Van84].

o o ~ . * . P
A) condi¢des necessarias mas ndo suficientes para que x se€ja um minimo local ou

global

vf ({) =0 (2.292)

I:l(x') positiva semidefinida ou positiva definida (2.29b)

- . - , . . . , e
B) condigdes suficientes mas ndo necessarias para que X seja um minimo local

vf ({) =0 (2.30a)

l:[(x‘) positiva definida (2.30b)
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oy . ~ y . * . , »
C) condigdes suficientes mas néo necessdrias para que x seja um minimo global

Vf()f') =0 (2.315)

H (x) positiva semidefinida ou positiva definida, Vx < f € convexa 2.3 lb)

Uma matriz ¢ positiva definida quando todos os seus valores proprios sdo maiores do
que zero, é positiva semidefinida quando todos os seus valores proprios sdo ndo negativos e
pelo menos um € nulo e é indefinida quando possui alguns valores préprios maiores do que
zero e outros menores do que zero [Aro89]. A defini¢do de matriz negativa definida e negativa
semidefinida é semelhante & de matriz positiva definida e positiva semidefinida, bastando

considerar uma troca de sinal.

As condi¢des de optimalidade A), B) e C) tém em comum o anulamento do gradiente
da fungo objectivo. Os pontos em que tal se verifica sdo designados pontos estaciondrios de f.
A diferenca entre as condigdes de optimalidade B) e C) consiste na exigéncia de convexidade

da fungdo objectivo f (x) Quando esta fungdo é convexa um minimo local é também

minimo global. As condi¢des de optimalidade C) contemplam a possibilidade de numa
vizinhanca de x* existirem multiplos minimos com um valor da fungdo objectivo igual ao

minimo global. Em problemas préticos raramente se consegue demonstrar a existéncia de
convexidade, sendo portanto dificil saber se a soluggo obtida é o minimo global ou apenas um

minimo local.

Nas Figuras 2.2 e 2.3 encontra-se representada graficamente a seguinte funcgéo

polinomial

Fx,x,) = —0.13x] x3 - 0.03x] x7 + 0.65x7x, — 0.04x]x]
+ 0.65x; x3 + 0.16x} +0.16x, x3 +0.17x{ . (2.32)
- 2.84x, x, + 0.17x3 —0.66x, — 0.04x, — 0.70

No dominio representado esta fungdo apresenta o gradiente nulo em cinco pontos. No
Quadro 2.2 encontram-se os valores de x; e x, correspondentes aos cinco pontos

estaciondrios, bem como as suas caracteristicas.
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Quadro 2.2 - Pontos estaciondrios de (2.32).
Ponto X, Xy f (x1 ,xz) Observagdes
P 1.109642 1.041041 -2.510023 Minimo global * (1)
Q -1.104724 -1.177210 -1.729227 Minimo local (1)
R -0.043018 -0.237351 -0.681238 Ponto de sela 2)
S 1.249587 -1.334671 1.265513 Maximo local 3)
T -1.225442 1.140193 1.762034 Méximo global * 3)
(1) Matriz Hessiana positiva definida.
(2) Matriz Hessiana indefinida.
(3) Matriz Hessiana negativa definida.
* Considerando apenas o dominio representado nas Figuras 2.2 ¢ 2.3.
| Fimcao com dois minimos, dois maximos e um ponto de sela 1 - Mesh
f(Xy, %)
1.761961
1.456822
1.151684
0.846545
0.541406
0.236267
-0.068871
-0.374010

-0.679149

Figura 2.2 - Fung3o com dois minimos, dois méximos e um ponto de sela - perspectiva das curvas de nivel.
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Funcao com dois minimos, dois maximos e um ponto de sela 1 - Mesh

2_ /1\ X fxy,x%5)
1.761961
1.456822
= 1.151684
0.846545
0.541406
0.236267
-0.068871
= .- -
R Xy
: s
-2
-2 -1 lo I'q 1PN

Figura 2.3 - Fung@o com dois minimos, dois maximos e um ponto de sela - curvas de nivel.

Os pontos P e Q (ver Figuras 2.2 e 2.3) verificam as condigdes de optimalidade A) e
B), sendo portanto minimos locais de f. Uma vez que a fungdo f (xl,xz) ndo € convexa, as
condi¢des de optimalidade C) ndo se verificam em nenhum ponto. Quando a fungdo f ndo se
apresenta convexa nem concava, a identificagdo do minimo e maximo global s6 é possivel
limitando o dominio e efectuando ai uma pesquisa exaustiva. Este procedimento s6 é possivel
em problemas com poucas variaveis, tendo no caso da fungdo (2.32) conduzido a identificagdo
dos cinco pontos estaciondrios indicados nas Figuras 2.2 e 2.3.

Um método de optimizagdo que apenas procure pontos estaciondrios da fungdo
objectivo f podera fornecer como solugdo qualquer um dos cinco pontos indicados no Quadro
2.2. Seria conveniente verificar para cada solugdo obtida se a matriz Hessiana ¢ positiva
definida, negativa definida ou indefinida. Na pratica esta verificagdo exige um elevado
volume de cdlculo, s6 sendo efectuada quando o numero de varidveis é reduzido. O
procedimento habitual consiste em iniciar o processo iterativo a partir de distintas solugdes
iniciais e adoptar como solugdo final aquela que apresentar um menor valor da fungdo
objectivo.
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2.2.3 - Restrigdes igualdade - Lagrangeano

A minimiza¢do de uma fungdo sujeita a um conjunto de restricdes igualdade €
representada pelo seguinte programa matematico

Min. f(ic) x = (xX(5errX,) (2.33a)
s.a
hk()f) =0 (k=L..)) (2.33b)

A resolugio do programa matematico (2.33) pode ser efectuada recorrendo a uma
fungio designada Lagrangeano, cuja definigdo ¢ a seguinte [Lue84]

{5240 $la()

k=1
Em (2.34) A" é o vector dos multiplicadores de Lagrange associados a restrigdes

igualdade. A solugfo do programa matematico (2.33) tem de satisfazer as seguintes condigdes

necessarias de optimalidade

V. .,L=0 (2.35)

L
As condi¢des de optimalidade (2.35) indicam que a solugéo do programa matemético

tem de ser um ponto estaciondrio do Lagrangeano. Separando as derivadas em ordem a x das

derivadas em ordem a A* obtém-se

]
V.f+ Z(x’; v, h,,) =0 (2.36a)
k=1 -

h=0 (2.36b)
Separando as componentes do vector gradiente resulta

o ’[h ahk) : |
G oyt Letz0 (i=1,..,n) (2.37a)
ox, ; koox

i

B =0 (k =1,..,1) (2.37b)



2.20 CAPITULO 2

As expressdes (2.37) correspondem a um sistema de 7 + / equagdes ndo lineares a »n + /
. ra . 3 ~ ~ *
incognitas, cuja solugdo sdo as » componentes de x e as / componentes do vector A

. < ~ * -~ I r e ~ .
associado a solu¢do x . Uma vez que (2.37) sdo condi¢Ses necessarias mas nio suficientes de

optimalidade, a respectiva solugdo pode ser um minimo local, ponto de sela ou maximo local.
Por este motivo a solugdo de (2.37) é designada solugfio candidata a minimo global [Aro89].

Para que seja possivel efectuar a representagdo grafica do Lagrangeano, é necessario
considerar um problema com apenas uma varidvel e uma restri¢io igualdade. O seguinte

programa matematico possui essas caracteristicas.
Min. f(x) = x* - 2x + 4 (2.38a)
s.a
Wx)=-x+2=0 (2.38D)
O Lagrangeano correspondente a (2.38) € a seguinte fungdo

L(x, W) = (x2 = 2 + 4) + W(—x+2) (2.39)

Uma vez que (2.39) é uma fungdo de duas varidveis, é possivel visualizd-la
graficamente recorrendo a curvas de nivel (ver Figura 2.4). A regido admissivel do programa
matematico (2.38) ¢ apenas o ponto x = 2, que é forgosamente a solugdo 6ptima. O valor do
nico multiplicador de Lagrange pode ser obtido de (2.37a), sendo neste caso A" = 2. Na

Figura 2.4 pode-se verificar que o ponto (x',l"‘) = (2,2) ¢ um ponto de sela, ao qual
corresponde a seguinte matriz Hessiana do Lagrangeano

H(x' W) = [_21 "01} (2.40)

-~

Esta matriz possui um valor préprio positivo e o outro negativo, sendo portanto
indefinida. Em problemas com multiplas variaveis e multiplas restri¢des igualdade a matriz

Hessiana correspondente a solugdo 6ptima H(x‘ ,}J’.) ¢ também indefinida [Lue69].



PROGRAMACAO MATEMATICA 291

Lagrangeano aumentado - ponto de sela 1 - Mesh

ar) Lix, A"

Figura 2.4 - Representagdo gréfica do Lagrangeano (2.39).

Apresentam-se em seguida alguns exemplos simples, cuja visualizagdo grafica
esclarece alguns aspectos relativos a necessidade de anular o gradiente do Lagrangeano para
obter a solugdo de um problema de minimizag&o com restri¢des. O primeiro exemplo consiste
na minimizagio de uma fungdo de trés variaveis sujeita a uma restrigéo igualdade.

Min. f(x) = x,2 + X3 + x32 (2.41a)

S.a

h(x)=—-xl — X, —x+3=0 (2.41b)
As condigdes de optimalidade (2.36a) reduzem-se neste caso a seguinte expressdo
Vf =-A'"Vh (2.42)

A resolugio do sistema de equagdes (2.36) conduz a solugdo Optima

(xl"x;,x;,)\-h.) = (1,1,1,2). Neste ponto os gradientes de fe 4 sdo
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VI=2.22) (2.43a)
Vh=(-1-1-1) (2.43b)

A cada valor constante da fungdo objectivo estd associada uma superficie esférica
centrada na origem do referencial. A um aumento do respectivo raio corresponde um aumento

do valor de f (x) Na Figura 2.5 esté representada a superficie de nivel da fungdo objectivo

correspondente a solugdo Optima e o plano correspondente a unica restrigdo. A superficie
esférica de menor raio que contém pelo menos um ponto da regido admissivel é tangente ao

plano h(x) =0. A expressdo (2.42) exprime esta condigdo de tangéncia como uma

coincidéncia de direcgdes dos gradientes de fe 4 em x". O multiplicador de Lagrange é um

coeficiente que rectifica o sentido e a grandeza de V4 de modo a iguala-lo a —Vf'.

| 6radiente da fimcao objectivo e da restricao

x

Figura 2.5 - Visualizagdo do significado do anulamento do gradiente do Lagrangeano.
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.

O exemplo que se segue apresenta como principal diferenga relativamente ao anterior
o facto de possuir duas restri¢des igualdade. A formulagdo do problema ¢ a seguinte

Min. f ()f) =x7 +x2 + x} (2.44a)
s.a
hl(’f) ==X =X, —X3+2=0 (2.44b)
hz(’f) =X —X —%X3+2=0 (2.44c¢)

A regido admissivel é agora a linha correspondente & intersec¢do das superficies
h =0e h, = 0. A solugdo do programa matematico (2.44) ¢ (x;,x;,x;,k’}' ,7\."2‘) = (0,1,1,1,1).

Os gradientes de f; A e h, no ponto correspondente & solugdo 6ptima sdo os seguintes

v =(0,2,2) (2.45a)
vh =(-1,-1,-1) (2.45b)
Vh, = (1,-1,-1) (2.45¢)

As condigdes de optimalidade (2.36a) apresentam-se neste caso com a seguinte forma
Vf =M vn - A v, (2.46)

Na Figura 2.6 encontra-se a representagdo grafica das superficies e vectores
correspondentes a este problema. A resolugdo do programa matematico (2.44) consiste na
determinagfio da superficie esférica de menor raio que contém pelo menos um ponto da regido
admissivel. Neste caso a solugdo é o ponto de tangéncia entre a referida superficie esférica e a
linha correspondente & regiio admissivel. De acordo com a Figura 2.6, a condi¢do de
optimalidade (2.46) pode ser interpretada como a imposi¢do de que Vf perten¢a a um plano
normal 2 linha correspondente & regido admissivel. Este plano ¢ definido pelo conjunto das
combinagdes lineares de VA, € Vh,. Deste modo Vf ¢ normal a linha correspondente & regido
admissivel no ponto de tangéncia com a superficie de nivel da fungéo objectivo.
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| 6radientes da funcao objectivo e restricoes 1 - Mesh

s

X2

L Regiao admissivel

Figura 2.6 - Visualizagdo do significado do anulamento do gradiente do Lagrangeano.

Apresentam-se em seguida algumas observagdes relativas aos multiplicadores de
Lagrange associados a restrigdes igualdade ()f')

A) Multiplicando por -1 ambos os membros de uma restricio # = 0 obtém-se a
expressdo equivalente -2 = 0. O respectivo gradiente passa a ser -V e de acordo
com (2.36a) o correspondente multiplicador de Lagrange A" passard a ter na
solugdo optima o valor -A". Verifica-se portanto que os multiplicadores de
Lagrange associados a restri¢des igualdade podem ser positivos ou negativos. O
respectivo sinal depende do modo como a restri¢do € formulada (4 = 0 ou -4 = 0).

B) Se na solugdo éptima um multiplicador de Lagrange apresentar um valor nulo, a
respectiva restrigio pode em geral ser retirada do programa matematico. Se o
método de optimizagdo apenas procurar resolver o sistema de equagdes (2.36), a
supressdo de uma restrigdo com A" nulo ndo afecta a respectiva solugdo. Existem
no entanto alguns problemas particulares cujo minimo global pode ser
condicionado por uma restri¢io com A" nulo. Apresenta-se como exemplo o
seguinte programa matemético
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Min, f()f) - (2.47a)
s.a

h(x) —x—%=0 (2.47b)

A solugdo de (2.47) é (xl' ,x;,k") =(0,0,0). Se se suprimir a restrigio, o minimo
global passa a ser -0 € 0 ponto (x,,xz) = (0,0) passa a ser um ponto de sela da

funcdo objectivo.

2.2.4 - Restrigdes desigualdade

As restri¢des desigualdade que figuram no programa matematico (2.21) podem ser
convertidas em restrigdes igualdade recorrendo a uma varidvel de desvio. No caso da

programagdo ndo linear deve ser efectuada a seguinte substitui¢do
2 .
gj(x) <0 - gj(x) +5;,=0 (j=1,..,m) (2.48)
Com este procedimento sdo acrescentadas ao programa matematico m variaveis. Os

multiplicadores de Lagrange associados a restrigSes desigualdade sdo designados A# para que

possam ser distinguidos dos multiplicadores A" referidos na secgdo anterior. Por motivos que
s6 serdio apresentados no Capitulo 4, as varidveis que figuram no Lagrangeano consideram-se 4
ordenadas de um modo diferente daquele que seria mais légico. Com a inclusdo das restri¢des
(2.48) o Lagrangeano (2.34) passa a ser o seguinte

m I
L(f, %, ;:h) = 7(x)+ Z;[xg.(gj(ic) e )] " kz[x’;hk(f)] (249)
j= =1

As condigdes de optimalidade que resultam do anulamento do gradiente do
Lagrangeano incluem derivadas parciais em ordem aos quatro tipos de varidveis (s,kg ,x, A )

Ao efectuar a derivagio do Lagrangeano por esta ordem obtém-se o seguinte sistema de

equagdes nio lineares
25,85 =0 (j=1,....m) (2.50a)

gi+s=0 (j=1..,m) (2.50b)
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{
+Z(x’;%zi)=o (i=1,..,n)  (2.50c)

h=0 (k=1,.,]) (2.50d)

Em (2.50) figuram 2m + n + | equagBes e igual nimero de incégnitas. A solugdo de
(2.50) pode ser obtida recorrendo a um método de resolugfo de sistemas de equagdes ndo

lineares.

Das expressGes que figuram em (2.50) € possivel extrair algumas conclusdes. Assim,
~ 7 . L4 * . oy
quando na solugdo Optima uma varidvel s, apresenta um valor nulo, a respectiva restrigdo

desigualdade encontra-se activa. Quando o valor de s;. for ndo nulo, a restrigdo € inactiva e a
equagdo de complementaridade (2.50a) obriga 7»3;.‘ a adoptar um valor nulo. Conclui-se

portanto que os multiplicadores de Lagrange associados a restricdes desigualdade inactivas
sdo nulos. Se numa solugdo de (2.50) se substituir s; por -s;-, obtém-se uma solugdo
-alternativa do sistema de equagdes ndo lineares. Uma vez que as equagdes (2.50a) ¢ (2.50b)
sdo respeitadas quer por s;- como por -s;, conclui-se que o sinal da variavel de desvio ¢

arbitrario.

A resolugdo de (2.50) tem de um modo geral que ser efectuada recorrendo a um
método iterativo. Em certos casos particulares ¢ possivel resolver o sistema de equagdes por
substitui¢do, desde que sejam consideradas todas as hipéteses de complementaridade impostas
pelas equagdes (2.50a). Uma vez que estas equagdes apenas impde o anulamento de s ; ou kﬁ.,

existem 2” modos diferentes de elas serem respeitadas. Em problemas com poucas restri¢oes é
possivel considerar separadamente cada uma destas hip6teses e em seguida resolver o sistema
de equagbes constituido pelas restri¢des desigualdade consideradas activas, pelas equagdes
(2.50c) e pelas restrigdes igualdade. Apresenta-se em seguida um programa matematico cuja
resolugdo foi efectuada por este processo

Min, f()f) =2+ | 2.51a)
s.a
gl(§)=.—xl —x, +4<0 2.51b)
gz(§)=—x2 +1<0 2.510)

O sistema de equagdes ndo lineares (2.50) é neste caso o seguinte
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2528 =0

25,05 =0
—xl—x2+4+s,2=0
—x2+1+s§=0
2, - =0

2%, - M -2 =0

227

(2.52a)
(2.52b)
(2.52¢)
(2.52d)
(2.52¢)

(2.526)

No Quadro 2.3 encontram-se as solugdes de (2.52) que correspondem as 22 =4

possibilidades de satisfazer as equagdes (2.52a) e (2.52b).

Quadro 2.3 - Solugdes do sistema de equagdes ndo lineares (2.52).

Solugdo st s A A4 x; x» | f (f) Observagdes
A 0 0 6 -4 3 1 10 | A% negativo
B 0 1 4 0 2 2 8 Solugdo dptima
C -3 0 0 2 0 1 1 Impossivel
D -4 -1 0 0 0 0 0 Impossivel

Na Figura 2.7 encontra-se representado graficamente o programa matematico (2.51),

as solugdes do sistema de equagdes (2.52) e os gradientes da fung&o objectivo e das restri¢des

nos pontos A e B.



2.28 CAPITULO 2

S

x) vf= (2¢y, 2x,)

Vg =(-1,-1)

Vg =(0, -1)
7 T 60

1

/

g =0

Figura 2.7 - Representagdo grafica do programa matematico (2.51).

Os pontos C e D encontram-se fora da regido admissivel, implicando este facto a

presenga de pelo menos um sjz- negativo. Por este motivo as solugdes C e D ndio devem ser

consideradas. As solugdes A e B sdo ambas admissiveis e a cada uma delas corresponde um
valor distinto da fungdo objectivo. A solugfo 6ptima € o ponto B porque apresenta um valor

inferior de f (x) De acordo com (2.50c), a solugdo 6ptima deve respeitar a seguinte condigdo

vf + i(’»ﬁ- Vg) =0 | | (2.53)

i=l -

No ponto B (ver Figura 2.7) esta condigdo ¢ satisfeita com um valor positivo de A% e
com um valor nulo de A§, sendo a restrigdo g, activa e a restrigdo g, inactiva. No ponto A as
duas restri¢Ges sdo activas e a condigdo (2.53) s6 é respeitada se A§ for positivo e A% negativo.
A obtengdo de um multiplicador de Lagrange negativo indica que a respectiva restri¢do ndo
devia ser activa e que existe outra solu¢do admissivel a qual corresponde um valor inferior da
fungdo objectivo. Este assunto serd desenvolvido na secgdo 2.2.5. No Capitulo 4 sera
apresentado um método de resolugdo do sistema de equagdes (2.50) que ndo implica a
consideragdo das 2™ combinagdes de restrigdes desigualdade activas/inactivas.
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2.2.5 - Significado dos multiplicadores de Lagrange

A solugdio do programa matematico (2.33) pode ser obtida recorrendo a resolugdo do
sistema de equagdes (2.37). Neste tipo de problemas a solugo ¢ constituida pelos n valores
das variaveis x, ¢ pelos ! valores dos multiplicadores de Lagrange 7\’;- Depois de obtida esta

solugdo pode haver interesse em saber quanto varia o valor da fungdo objectivo (custo)

quando uma constante €” ¢ adicionada a cada uma das restrigdes A, (x) =0 (k=1,.,0).

Deste modo & possivel avaliar quais sdo as restrigdes cuja modificagdo mais influencia o valor
final da fungdo objectivo. O estudo que é em seguida apresentado destina-se a possibilitar a
obtencdo destes resultados sem ser necessario repetir a resolugdo do programa matematico. As
conclusdes deste estudo fornecem também uma explicacdo relativa ao significado fisico dos

multiplicadores de Lagrange.

Apresenta-se em seguida o calculo da derivada da fungdo objectivo f em ordem ao
parametro £” que ¢ adicionado & unica restri¢do igualdade que neste caso € considerada. A
extensio deste estudo a programas matematicos com multiplas restri¢des encontra-se em

[Lue84] e consiste apenas numa generalizagdo do caso aqui tratado.

O calculo de dfide" é efectuado com base na solugdo dptima do seguinte programa

matematico
Min. f(x,,...,X,) (2.54a)
s.a

}_z_(x,,...,x,,,sh)= h(xy,...,x,) +&" =0 (2.54b)

Em (2.54) apenas ¢ considerada uma restrigdo igualdade h(x) = 0 4 qual € adicionado

o parimetro &”, sendo o resultado designado h. O programa matematico (2.54) possui uma
solugdo que depende do valor de €” e que ¢ designada x‘(sh). A esta solugdo corresponde um

valor do multiplicador de Lagrange que também depende de g" e ¢ designado u (eh). No

ponto correspondente i solugdo 6ptima o gradiente do Lagrangeano de (2.54) € nulo,

resultando

of .w Oh .
A i —=0 i=1...,n 2.55
” o ( ) (2.55a)

h=0 (2.55b)
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Multiplicando ambos os membros de (2.55a) pelo vector dx; / de" e substituindo
oh / &x; por dh/ dx, obtém-se

Z(Z g: J Z(ah &, J (2.56)

Uma vez que 4 = 0 qualquer que seja o valor de £” conclui-se que

dh

— =0 2.57

de" 237

dh ok dx,) ok

— = — —F |+ —=0 2.58

de” Zl[ax, dsh) oe” (2.58)

S oh dx;

Z 2 2.59) .

E(axi dsh) @9
Substituindo (2.59) em (2.56) obtém-se

Z(—af— ﬂh) =¥ (2.60)

i\ Ox; de

A expressdo (2.60) fornece o resultado final pretendido porque

df [ of dx, W
de” Z(Gx, dsh) @81
Assim se conclui que para um valor pequeno de £”
Af Lk
—=A 2.62
AP (2.62)

A expressdo (2.62) indica que a variagdo do custo quando ¢ adicionado 4 restrigdo A
um &" pequeno ¢ aproximadamente igual ao valor do multiplicador de Lagrange
correspondente a solugdo optima obtida com € = 0. O valor de £” deve ser pequeno porque
em (2.62) ¢ considerada uma aproximagdo linear de uma relagdo que em geral é no linear, O
estudo da influéncia na solugdo 6ptima da variagdo de certos pardmetros é genericamente

designado analise pos-optimizago.

Apresenta-se em seguida um exemplo simples destinado a clarificar as caracteristicas
do calculo de df /de”. No seguinte programa matematico apenas existem duas varidveis e
uma restrigdo igualdade a qual é adicionado o pardmetro £”
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Min. f(x,,xz) = xl2 + X2 (2.63a)
s.a

Neste caso simples é possivel obter a solugdo de (2.63) em fungdo de g

x;(sh) = x;(sh) =g"/242 (2.64a)
M (e") = e +4 (2.64b)
Fla(e?) x5(en)) = (e7) 12 +46" + 8 (2.64¢)

Derivando fem ordem a €” obtém-se

df _

——=¢g"+4 2.65

dc" ( )
Comparando (2.64b) com (2.65) pode-se comprovar o resultado atrds obtido e

expresso em (2.61).

O estudo aqui efectuado pode ser generalizado a problemas de optimizagdo em que
estdo presentes diversas restriges igualdade e desigualdade [Aro89]. Com este fim foi
considerado o seguinte programa matemdtico, a cujas restricdes foram adicionados os

parimetros €€ e €”

Min. f(;f) (2.663)
sa
g(x)refs0 (i=tum) (2.66b)
hk(af)+a',§ =0 (k=1.31) (2.660)

\ ~  ng * h * h K
No ponto correspondente & solugdo 6ptima x (sg ,E ), A8 (sg ,€ ), A (sg ,e") as
. ~ . o < ., . h o~
derivadas da fungdo objectivo em ordem as variaveis g€ eg” sdo

A

il (2.672)
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of _.w
Ly 2.67b
de" -~ ( )

~ T ,1e . * * * . ¢
Estas expressdes so sdo validas se a solugio x*, A8 , A respeitar as condigdes de

optimalidade de Karush-Kuhn-Tucker que serdo mais adiante apresentadas. Se uma restrigdo
do tipo (2.66b) for activa para todos os valores de €4 pertencentes a um intervalo centrado em

zero, o estudo de of / 68§ pode ser efectuado como se se tratasse de uma restrigio igualdade.
Se a restrigdo for inactiva para 8;:. pertencente a um intervalo centrado em zero, o valor

optimo da fungdo objectivo ndo € condicionado por essa restri¢do. Neste caso a uma variagio
de €f corresponde apenas uma variagdo do valor da varidvel de desvio associada a essa

restricdo. Por este motivo of / asf ¢ nulo. Uma vez que as restrigdes inactivas possuem

multiplicador de Lagrange nulo, conclui-se que a expressdo (2.67a) é também valida neste

caso.

A partir de (2.66b) e de (2.67a) é possivel deduzir uma condi¢io necessdria de
optimalidade relativa ao sinal dos multiplicadores de Lagrange associados as restri¢des
desigualdade. As consideragdes que se seguem referem-se apenas a restrigdes desigualdade
que se mantém activas para af. pertencente a um intervalo centrado em zero. De acordo com

(2.66b), um aumento do valor de af implica que alguns pontos da regido admissivel deixem

de lhe pertencer. Existe portanto uma diminui¢io da regido admissivel que implica um
aumento do valor da fun¢do objectivo ou a sua manuten¢fo. Conclui-se portanto que &f / 58)2-

ndo pode ser negativo e atendendo a (2.67a) resulta que
A 20 (j=1,..,m) (2.68)

De acordo com as conclusdes apresentadas pode ainda observar-se que o valor de um
multiplicador A.gj indica qual o acréscimo no custo associado a uma diminui¢do da regido

admissivel. Obviamente também indica quanto se benificia ao aumentar a regifio admissivel.
De acordo com (2.62) o valor do multiplicador de Lagrange é aproximadamente igual &
variagdo da fungdo objectivo que é provocada por uma variagdo unitria da constante

associada a restrigdo. O erro desta aproximagdo s6 €& aceitavel se sf e s’,: forem

suficientemente pequenos de modo a ndo ser alterado o conjunto das restrigdes activas. Cada
multiplicador de Lagrange encontra-se numas unidades correspondentes ao quociente entre as
unidades da fungfo objectivo e as unidades da respectiva restrigio. Quando existe um
conjunto de restricdes do mesmo tipo, a comparagdo directa dos valores dos respectivos
multiplicadores de Lagrange indica quais sdo as restrigSes que mais estdo a contribuir para o
custo correspondente a solugdo dptima. Se o método de optimizacgdo utilizado fornecer uma
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L}

solugdo com um ou mais multiplicadores A:i. negativos, deve haver uma intervengdo que
conduza ao seu desaparecimento. O procedimento mais simples consiste em suprimir a

restri¢do que apresentar o menor valor de 7&; e repetir o célculo da solugdo 6ptima. E também

possivel resolver o problema relaxando a restrigdo ou adoptando uma nova solugdo inicial que

implique a existéncia de grandes folgas nas restrigdes que apresentaram valores negativos de
g
A,

2.2.6 - Condig¢oes de Karush-Kuhn-Tucker

As condigbes de optimalidade relativas ao programa matemdtico (2.21) sdo em
seguida apresentadas em duas versdes distintas mas equivalentes. O referido programa

matematico apresenta a seguinte forma genérica

Min. f()f) x = (%10%,) (2.69)
sa
g(x)s0 (=teum) (2.69b)
hk(:f) 0 (k=1,.0) (2.69¢)

Algumas das condigdes necessarias de optimalidade foram atras deduzidas (2.50) com
base no anulamento do gradiente do Lagrangeano. As restri¢des desigualdade foram
previamente convertidas em restrigdes igualdade por intermédio de varidveis de desvio

2

85 (j=1,...,m). Na secgdo anterior foi deduzida uma condi¢do necesséria de optimalidade

(2.68), que requer a ndo negatividade dos multiplicadores de Lagrange associados a restri¢des
desigualdade. A primeira versdo das condigGes necessarias de optimalidade € constituida pelas
referidas condigdes (2.50) e (2.68). Estas expressdes sdo aqui reproduzidas.

m . l
i+z(x§. gg_,) + Z(x’;, gﬁ) =0 (i=1,..,n) (2.70a)
J=1

Ox; i k=1 i
25,38 =0  (j=1...m) (2.70b)

A8 20 (j=1,..,m) (2.70¢)
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g +s5:=0 (j=1..,m) (2.70d)
h =0 (k=1,...,1) (2.70¢)

As condig3es (2.70b) apenas impde que s; € A% ndo sejam simultaneamente ndo nulos,
ie, pelo menos uma das varidveis tem de ser nula. Também se verifica que, sendo uma das
varidveis nula, a outra pode assumir qualquer valor. A expressdo (2.70b) pode ser substituida
pela seguinte condi¢do que possui as mesmas caracteristicas

2 .
—s7A8 =0 (j=1,..,m) (2.71)

A expressio (2.70d) permite efectuar em (2.71) a substituigio —sjz- =g
Reconvertendo (2.70d) para a sua forma original (2.69b) as variaveis de desvio deixam de
estar presentes nas condigdes de optimalidade. Obtém-se assim as condi¢des de Karush-Kuhn-
Tucker na sua versdo habitual [Van 84] [Aro 89], que € a seguinte

of ., 08
2L+ a8 2L
ox Z_;( / ox

i = i

/
) + Z(?»'Z %_J =0 (i=1,..,n) (2.72a)

k=1 i

A g = (j=1,..,m) (2.72b)
A 20 (j=1,..,m) (2.72¢)
g, <0 (j=1,..,m) (2.72d)
h, =0 (k=1,...,1) (2.72¢)

As condig¢des (2.72d) e (2.72e) podem ser substituidas pela afirmagdo de que a solugéo
optima tem de ser admissivel.

Para referir uma situagio de excepg¢do relativa as condi¢ées de Karush-Kuhn-Tucker
apresenta-se em seguida a defini¢do de ponto regular. Uma solugdo de (2.69) é um ponto
regular se nesse ponto os gradientes das restrigdes igualdade e das restri¢des desigualdade
activas forem linearmente independentes [Lue84]. Quando o minimo global ou um minimo
local de um problema de optimizag&o ndo ¢ um ponto regular as condi¢des necessarias (2.70)
ou (2.72) podem ndo ser verificadas. Apresenta-se em seguida um problema de optimizagdo
cujo minimo global ndo € um ponto regular e ndo verifica as condigdes (2.72) [McC67].
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Min. f(x,,xz) = x,2 +x§ —4x, +4
s.a
g(x,x) =-x <0
gz(xl,xz) =-x,<0
g (x, %) = xP =3x2 +3x,+x, -1 <0

A representagio grafica deste problema encontra-se na Figura 2.8.

1.5
| | | |
X, =4
125 | =3 |
=2
1 L ]
=1
075 | _ ]
05 | |
{
Vg3 “
025 | |
ya -x*=(1,0)
X
0 — ! _
— a 7W<<<<
8= 0 vf
8;= 0
025 | N
ng
8= 0
0.5 I I | l | |
-0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

Figura 2.8 - Representago grafica do programa matematico (2.73).

2.35

(2.73a)

(2.73b)
(2.73¢)

(2.73d)
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Pode-se verificar graficamente que o minimo global de (2.73) ¢ o ponto x° = (1,0).

Nesse ponto a restrigdo g; € inactiva e as restantes s3o activas. Uma vez que g, #0 a condi¢do

(2.72b) obriga que A seja nulo. De acordo com (2.72a), Vf (x') = (~2,0) tem de ser uma
combina¢do linear de ng(x') =(0,~1) e de Vg{x') = (O,]). Uma vez que estes dois

vectores sdo normais a Vf (ic'), ndo existe nenhum par (7&;,7&;) que verifique (2.72a). Pode
também verificar-se que no ponto x* = (1,0) os gradientes das restrigdes activas Vg, e Vg,

sdo linearmente dependentes. Assim se constatou que o minimo global de (2.73) nfo é um
ponto regular e ndo verifica as condi¢des necessirias de Karush-Kuhn-Tucker (2.72).
Presume-se que na generalidade dos problemas de optimizagdo esta situagdo particular

raramente ocotrre.

No Capitulo 6 serdo apresentados alguns problemas de optimizagdo cuja solugfo ndo &
‘um ponto regular. Nesse tipo de problemas é efectuada a substituicdo de cada restri¢do
igualdade 4 = 0 por um par de restri¢des desigualdade 4 < 0, -4 < 0. Estas duas restri¢des tém
de ser simultaneamente activas, porque se uma delas for inactiva a outra é violada. Os
gradientes destas restrigdes (VA € —Vh) sdo linearmente dependentes em qualquer ponto que
satisfaca simultaneamente 4 < 0, —h < 0. Por este motivo e uma vez que tem de ser
admissivel, a solugdo éptima do problema ndo € um ponto regular. Apesar de se verificar este
facto, foi possivel em cada caso obter uma solugdo x* coincidente com a do problema inicial
com restri¢Ges igualdade. Apresenta-se em seguida o desenvolvimento destas questdes no
caso de um programa matematico com uma tnica restri¢do igualdade. As consideragdes em
seguida efectuadas podem facilmente ser generalizadas a programas matematicos com
multiplas restrigGes.

Min. f(f) x = (x,00x,) (2.74a)

s.a

h(x) —0 (2.74b)

Efectuando a substitui¢do da restrigdo igualdade por um par de restri¢des desigualdade

equivalentes e abreviando a notagdo, o programa matemético passa a ser o seguinte
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Min. f (2.75a)
s.a
g =h<0 (2.75b)
8 =-h<0 (2.75¢c)

O sistema de equagdes ndo lineares correspondente ao anulamento do gradiente do
Lagrangeano (2.50) ¢ neste caso o seguinte

Vf +A§ VA2 Vh=0 (2.76a)
h+st =0 (2.76b)
~h+s2 =0 (2.76¢)
2528 =0 (2.76d)
25,28 =0 (2.76¢)

Com todo o método de optimizagdo iterativo utilizado no presente trabalho € possivel

obter a solugdo deste sistema de n + 4 equagdes an + 4 incognitas (x,s1 5855, A8 ,kgz).

O sistema de equagdes (2.76) apresenta algumas caracteristicas particulares que sdo
em seguida indicadas. Uma vez que as restrigdes (2.75b) e (2.75¢) tém de ser ambas activas,
as respectivas variveis de desvio s, e s, s3o nulas. Efectuando a substitui¢io de 5; =5, =0
em (2.76) as equagdes (2.76d) e (2.76¢) podem ser suprimidas. O sistema de equagdes

resultante é o seguinte

Vf +(2£-28)va=0 (2.77a)
h=0 (2.77b)
“h=0 . (2.77¢)

Este sistema é agora de n + 2 equagdes a n + 2 incdgnitas e € indeterminado porque
apresenta uma equagdo repetida. Eliminando (2.77c) e considerando a substituicdo de
variaveis

AS A% = A (2.78)

resulta o seguinte sistema de 7 + 1 equagdes a n + 1 incognitas
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VF+N'Vh=0 (2.79a)

h=0 (2.79b)

Este sistema de equagles coincide com o que resulta do anulamento do gradiente do
Lagrangeano do problema inicial com uma restri¢dio igualdade (2.74).

O método de optimizagdo utilizado no Capitulo 6 consegue resolver o sistema de
equagdes indeterminado (2.76), fornecendo uma das suas solugdes. Se forem utilizadas
solugdes iniciais diferentes obtém-se multiplas solu¢des que apenas diferem nos valores de A%
e A5. Em cada solugdo obtida o valor de A% —A§ corresponde ao multiplicador de Lagrange A”*
do problema inicial (2.74). De acordo com (2.77) e (2.79) qualquer par (k“f ,7\.‘%) que satisfaca

(2.78) pode figurar numa solugdo valida. O facto de A% ou A% ser negativo ndo apresenta
qualquer inconveniente porque em todas as solugdes A% —A8 = A e este ultimo ndo possui

qualquer restrigdo de sinal.

O aparecimento de valores negativos para A% ou A% constitui uma violagio das
condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (2.72) justificada pelo facto de a solugdo ndo ser um ponto
regular. Foi possivel verificar que este facto ndo inviabiliza a obtengdo de solugdes correctas
de problemas de optimizagdo.

2.3 - OBSERVACOES FINAIS

As condig6es de Karush-Kuhn-Tucker (2.72) foram desenvolvidas independentemente
por W. Karush [Kar39] e por H.W. Kuhn e A. W. Tucker [Kuh51]. Durante um longo periodo
foram designadas apenas condi¢Ges de Kuhn-Tucker, sé tendo sido recentemente reconhecido
o trabalho anterior de W. Karush. As condi¢des K.K.T. sdo também designadas condigdes
necessarias de primeira ordem, porque sdo apenas referidas primeiras derivadas das fungées f
g € h, que tém obviamente de ser derivaveis. Pelo facto de serem condigdes necessérias, uma
solu¢do que apenas respeite as condigdes K.K.T. pode ser um minimo local, ponto de sela ou
méximo local. Em [Lue84] sdo apresentadas condigdes suficientes que garantem que a
solugdo ¢ um minimo local. Estas condiges requerem que seja verificado se a matriz
Hessiana do Lagrangeano ¢ positiva definida num determinado sub espago. Como esta matriz
apresenta geralmente um nimero elevado de linhas e colunas esta verificagdo ndo ¢ efectuada,
porque exigiria um elevado volume de cdlculo. Existem também condigdes suficientes que
garantem que uma solugdo é o minimo global. Neste caso é necessario que a regido admissivel
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e a fungdo objectivo sejam convexas [Aro89]. Uma vez que os problemas de optimizagdo de
estruturas de um modo geral nfo sdo convexos, estas condi¢des suficientes tém pouco
interesse pratico. Para benificiar das vantagens da existéncia de convexidade, € possivel
abordar a optimizagdo de estruturas recorrendo a aproximagdes convexas [Fle87]. No presente
trabalho apenas foram consideradas as condigdes necessdrias de optimalidade na versdo
(2.70). Nestas circunstancias, para que a solugo obtida seja o minimo global do problema ou
pelo menos uma solugdo proxima é conveniente iniciar o método de optimizag#o a partir de
distintas solugdes iniciais. A preparagdo destas solugdes iniciais deve ser efectuada atendendo
ao significado fisico dos componentes do programa matemitico. Nesta fase, a intui¢do e
experiéncia de quem formulou o problema e preparou a solugfo inicial séo fundamentais.
Com o método de optimizagdo utilizado neste trabalho foi possivel resolver diversos tipos de
problemas de optimizagdo de estruturas recorrendo apenas as condigdes necessarias (2.70).



CAPITULO 3

METODOS DE OPTIMIZACAO

A resoluggio de problemas de optimizagio formulados como um programa matematico
(ver Capitulo 2) é na generalidade dos casos efectuada com recurso a um método iterativo.
Estes métodos requerem a preparagdo de uma solugo inicial, que vai sendo sucessivamente
modificada até ser satisfeito um determinado critério de convergéncia. Na Figura 3.1
encontra-se um algoritmo que inclui algumas das fases que sdo comuns a generalidade dos

métodos de optimizagéo.

No algoritmo da Figura 3.1 ¢ é o contador de iteragfes e a solugdo inicial x0 &

considerada como um dado. O critério de convergéncia em que ¢ baseada a interrupgéo do
processo iterativo depende das caracteristicas do método de optimizag¢do. Nos casos em que
ndo se dispde de um critério de avaliagdo da qualidade da solug@io corrente, o processo
iterativo deve ser interrompido quando deixarem de ocorrer variagdes significativas da
solugdo. Deve também ser prevista a interrupgdo do processo iterativo quando for alcangado
um ntmero limite de itera¢des antecipadamente fixado. Assim se evita que o processo

iterativo evolua indefinidamente nos casos em que ndo ocorrer a convergéncia para a solugo
optima. Ao vector Ax? esta tradicionalmente associado o conceito de direcgdo no espago,

pelo facto de ele deslocar o ponto x?! em direccdio ao ponto x?. A grandeza deste

deslocamento pode ser modificada por intermédio do pardmetro a?, que é designado
pardmetro de pesquisa unidimensional (/ine search). O parametro a? deve adoptar um valor
que minimize a fungdo objectivo ou o erro na direcgdo Ax?. De um modo geral revela-se

vantajoso que o parimetro o adopte um valor que conduza a uma nova solugéo corrente

(Jf""l+a"qu) admissivel. Alguns métodos possuem a capacidade de fazer com que a

solug3o regresse a regido admissivel, caso ocorram solugdes intermédias ndo admissiveis.
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A)

Zerar o contador de iteragSes: g <-(

B) | Definir a solugio inicial: x0...

9

A solugdo corrente ( x9)
satisfaz o critério

de convergéncia?

D) Incrementar o contador de iteragdes: g< g+ 1

/

E)

Calcular uma nova direcgdo
baseada na solugdo corrente x7!: Ax7 <.

4

F)

Calcular o valor do pardmetro que
modifica a grandeza de Ax7: a9 <.

G)

Actualizar a solugdo corrente:
~xq <—£q‘1+ an:Eq

Y

y

H)

Apresentar a solugdo 6ptima: x o x4

(niimero de iteragdes = q )

Figura3.1-A

/
FIM

Igoritmo comum 2 generalidade dos métodos de optimizagdo.
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No algoritmo da Figura 3.1 a fase que fundamentalmente caracteriza cada um dos
métodos de optimizagdo € a correspondente ao calculo de Ax? . Este vector é na generalidade

dos casos calculado depois de serem efectuadas modificagdes no programa matematico que
descreve o problema. Estas modificagdes sdo em geral simplificagdes que transformam o
problema inicial num problema aproximado. Quanto mais proxima da solugdo 6ptima estiver
a solugdio corrente, menor serd o erro associado & referida aproximagdo. Por este motivo €
desejével que a solugdo inicial se encontre o mais proximo possivel da solugdo 6ptima. Esta
questdo serd clarificada com a apresentagdo de alguns métodos de optimizagdo mais adiante

neste capitulo.

Durante as ultimas décadas foram desenvolvidos e aperfeicoados por diversos
investigadores um ntmero relativamente elevado de métodos de optimizagdo. Estes métodos
podem ser agrupados em classes de acordo com determinadas caracteristicas comuns. E
contudo dificil definir um tnico critério de classificagdo de métodos de optimizagdo, porque
quase todos envolvem conceitos ou procedimentos que estdo também presentes nos restantes

métodos. Existem no entanto alguns critérios de classificagdo 6bvios como por exemplo:

Al - minimizagdo de fungdes com uma varidvel
A2 - minimizagdo de fungBes com n varidveis

Podem também ser considerados separadamente os dois seguintes casos:

B1 - minimizag¢io de fungGes sem restrigdes
B2 - minimizag¢do de fun¢Ges com restri¢des

E evidente que os métodos destinados a resolver problemas do tipo A2 também
resolvem os problemas do tipo Al. O caso Bl podem também ser considerado como um caso
particular de B2.

No presente capitulo, os métodos de minimizagdo sem restrigGes séo classificados de
acordo com a ordem das derivadas por ele utilizadas. De acordo com este critério sdo

considerados os seguintes casos:

C1 - métodos de ordem zero - ndo requerem qualquer derivada
C2 - métodos de primeira ordem - requerem primeiras derivadas
C3 - métodos de segunda ordem - requerem segundas derivadas

No Capitulo 2 (ver Quadro 2.1) foi apresentada uma classificagdo de problemas de
optimizagio com base no tipo de varidveis de projecto e no tipo de fungdes que constituem o
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programa matematico (fungdo objectivo e restrigdes). De acordo com o tipo de varidveis
presentes no problema podem ser considerados os seguintes casos [Hil90]:

D1 - caso geral - varidveis reais e continuas

D2 - programagdo dindmica - varidveis discretas

D3 - programagdo inteira - varidveis inteiras

D4 - programagio inteira bindria - variaveis binarias

Os tipos de fungdes que constituem a fungfo objectivo e restrigdes permitem distinguir
os seguintes casos de programagdo matematica [Gil81]:

E1 - programagio linear - fung&io objectivo e restri¢des lineares

E2 - programagdo quadratica - fungdo objectivo quadratica e restri¢des lineares
E3 - programagio geométrica - fungio objectivo e restrigdes polinomiais

E4 - programagfo ndo linear - fungfo objectivo e restri¢des ndo lineares

Os métodos de resolugdo de problemas com restrigdes dividem-se em dois grandes
grupos [Bel85]:

F1 - métodos primais - as restri¢des s3o explicitamente consideradas
F2 - métodos de transformagdo - o problema com restrigdes é previamente
transformado num problema sem restri¢Ses

Os métodos de transformagdo podem por sua vez ser classificados em trés subgrupos,
de acordo com o tipo de transformagdo que ¢ efectuada:

F2a- ﬁmq:ﬁes penalidade
F2b - Lagrangeano
F2c - Lagrangeano aumentado

Alguns dos métodos atrds referidos sdo por vezes aplicados mais do que uma vez a um
mesmo problema. No fim de cada minimiza¢do a aproximago do programa matematico é
recalculada e/ou alguns parimetros sdo actualizados. Esta técnica é utilizada nos seguintes
métodos

- programagdo linear sequencial - sequential linear programming (SLP) [Van84]
- programacdo quadratica sequencial - sequential quadratic programming (SQP) [Ka094]

- minimizag&o sem restri¢des sequencial - sequential unconstrained minimization
techniques (SUMT) (utilizados com F2a) [Van84]
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- actualizagfo de multiplicadores de Lagrange - multiplier update methods (utilizados
com F2c) [Aro91]

Para a generalidade das classes de métodos aqui referidos existem diversos algoritmos
e diversas variantes de cada algoritmo. Esta grande diversidade de técnicas de optimizagdo
implica uma certa dificuldade na selecgdio do método mais adequado a resolugdo de cada tipo
de problema. Neste capitulo serdo apresentados alguns métodos de optimizagdo, as vantagens
e desvantagens de cada um deles e por fim alguns critérios de selecgdo de algoritmos. Pelo
facto de serem os mais utilizados na optimizagdo de estruturas, apenas serdo referidos
métodos aplicaveis a problemas com variaveis reais e continuas. Serdo apresentados com mais
pormenor os métodos que foram utilizados no presente trabalho.

3.1 - MINIMIZACAO DE FUNCOES COM UMA VARIAVEL

A minimizagio de fungdes com uma varidvel e sem restrigdes € o caso mais simples de
todos os que sio em seguida referidos. Uma vez que possui uma representagdo grafica
também simples, é possivel visualizar as caracteristicas € o comportamento dos diversos
métodos. O problema genérico de minimiza¢do de uma fungdo escalar reduz-se neste caso a

seguinte formulagdo
Min. Ax) 3.1

Devido as suas caracteristicas particulares e ao facto de serem utilizados no passo F) do
algoritmo da Figura 3.1, sdo em seguida apresentados alguns métodos de minimizagdo de
fungdes com uma variadvel. Estes métodos sdo classificados de acordo com o grau das
derivadas utilizadas no respectivo algoritmo. S@o referidos métodos de ordem zero, de

primeira e de segunda ordem.

3.1.1 - Métodos de ordem zero

Os métodos de ordem zero apenas requerem a avaliagdo da fungdo f{x) em diversos
pontos. Em vez de uma solugdo inicial estes métodos necessitam em geral do conhecimento
prévio de um intervalo que contenha o minimo local que se pretende calcular. E também
conveniente que nesse intervalo exista um s6 minimo local. Em certos problemas particulares
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cujo significado fornega o referido intervalo, evita-se a necessidade de calcular os respectivos
limites recorrendo a um algoritmo auxiliar [Van84].

Apresenta-se em seguida 0 método de aproximagdo polinomial de segundo grau, que
se revela na generalidade dos casos um dos métodos mais eficientes na resolugo do problema
(3.1) [Gil81]. Este método fornece um resultado mais rigoroso se se partir de um intervalo
[x4,x5] que contenha o minimo local procurado. A fungo fé avaliada em x 4> €M Xz € N0
ponto médio do intervalo x,, = (x 4+ xB)/ 2 (ver Figura 3.2).

f(x) A

f(x4) = f(x4) \

\,

N
N
\
J(x)
\\
N
N

i} O
S(x5) = Fxp) o

Sa) = f(x09

\j

X4 Xy X ox Xg x

Figura 3.2 - Minimizag3o de fx) por aproximagdo polinomial.

Depois de avaliar a fungfo fnos trés referidos pontos calculam-se os coeficientes a, b e
¢ dos termos do polindmio do segundo grau que passa por (x of (x 4 )), (x S (x M)) e

(xB’f(xB))‘
f(x)=ax®> +bx+¢ (3.2)

~ R — . . . =
A solugdo aproximada X ¢ o ponto em que se anula a primeira derivada de f. A
respectiva expressdo ¢ neste caso facilmente obtida

. b
X =—— 33
2y (3.3)
A solugdo X" obtida com (3.3) s6 apresenta uma precisdo aceitavel se a fungdo f(x)
for aproximada com suficiente rigor por f (x) Em geral obtém-se solugdes precisas desde que

o intervalo [x,,x;] seja de pequena amplitude e envolva um tnico minimo local. Nos casos
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em que ndo seja conhecido um intervalo com estas caracteristicas, tem de se recorrer a um
outro algoritmo que fornega os valores de x, e xp. Se se pretender uma solugdo X * mais
precisa, é possivel recorrer a sucessivas aplicagdes do método de aproximagdo polinomial.
Sempre que este método ¢ reiniciado, o intervalo [x,,x5] deve passar a ter uma amplitude

. ~ —* . . ~ .
consideravelmente menor e deve ser centrado na solugdo X obtida na iteragdo anterior.

A minimizagdo de fungSes com uma variavel pode ser efectuada por outros métodos
de ordem zero. Em [Box69] sdo descritos os métodos de Fibonacci e da secgdo de ouro
(golden section). Em ambos estes métodos ¢ necessario fornecer um intervalo [x,,x5] que
contenha um tnico minimo local. Este intervalo é sucessivamente diminuido com umas
propor¢des que permitem aproveitar na iteragio corrente alguns calculos de f (x) efectuados
nas iteragdes anteriores. O método de Fibonacci possui a vantagem de se poder determinar
antecipadamente o numero de iteragdes que serd necessario efectuar para obter uma solugéo
com o erro pretendido. Apesar de fornecerem soluges precisas com um numero reduzido de
calculos de f(x), estes métodos na generalidade dos casos préticos ndo sdo tdo eficientes

como o método de aproximag&o polinomial.

No presente trabalho os métodos de minimizagio de fungdes com uma variavel apenas
foram utilizados na fase F) do algoritmo da Figura 3.1. Atendendo a performance dos
computadores actuais e ao tipo de problemas abordados, a esta fase corresponde uma
percentagem pouco significativa do tempo total de resolugdo de um problema de optimizagdo
com multiplas variaveis e com restri¢des. Por este motivo, no algoritmo de minimizaggo de
f(x) foi dada mais importéncia  fiabilidade e precisdo do que & eficiéncia.

3.1.2 - Métodos de primeira ordem

Na resolugiio do problema (3.1) por um método de primeira ordem sdo utilizadas
primeiras derivadas da fungfo f. Se ndo estiver disponivel a expressdo de f'(x), as derivadas
de fpodem ser calculadas por diferengas finitas recorrendo a seguinte expressdo

oy flx+Ax)-f(x)
f(x)

x)= > (3.4)

O valor de Ax deve ser escolhido tendo em consideragdo a precisdo utilizada no
célculo automatico e a ordem de grandeza dos valores de x e de f (x) Se [x A,xB] for o
intervalo inicial que contém o minimo local procurado e se os célculos forem efectuados com
15 algarismos significativos sugere-se para Ax um valor com a seguinte ordem de grandeza
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Ax=(xz-x,)x107 (3.5)

Se a perturbagio Ax conduzir a uma variagéo do valor de ffora ou préxima da precisio
utilizada no célculo automatico, o valor de Ax deve ser superior ao indicado em (3.5).

No presente trabalho € utilizado na fase F) do algoritmo da Figura 3.1 o método das
bissegGes sucessivas aplicado ao célculo do zero da fungio f'(a). Este método requer uma
prévia determinagdo de um intervalo [x 4 X B] que contenha um tinico minimo local. Tal como
foi referido na secgdo anterior, este intervalo pode ser definido atendendo ao significado fisico
do problema ou calculado com um algoritmo auxiliar [Van84].

Na Figura 3.3 encontra-se esquematizado o procedimento correspondente a cada
iteragdo do algoritmo das bissecges sucessivas. O intervalo [x ,,x B] ¢ truncado a esquerda ou
a direita de acordo com o sinal da derivada de f(x) em x,, x; ¢ x u- A adaptag@o do método
das bissecgdes sucessivas a minimizagdo de f(x) d4 origem ao algoritmo indicado na

Figura 3.4.

f(x) A
ern
/’ f(x)
f(xp) T -
f(xM) Y -
»
X 4 xy x* xp x
~__

Figura 3.3 - Minimizag3o de f(x) pelo método das bissecgdes sucessivas.
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Definir o intervalo inicial [x4,xp]

Calcularf'(x ) ¢ f'(xp)

\ S
xB—xA< €

N

y

xM<— (xA+JCB) 2

Calcular f'(x p1)

i L
f'(xB;@f'(xM) e~ fpp
| ]

A

- (xq+xp) /2

FIM

Figura 3.4 - Algoritmo correspondente & minimizago de f(x) pelo método das bissecgdes sucessivas.
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O processo iterativo deve ser interrompido quando xp—x, for inferior a uma
tolerancia € previamente fixada ou quando f'(x M) for suficientemente pequeno.

Antes de iniciar o processo iterativo pelo método das bissecgfes sucessivas é
necessario verificar se f'(x A) ¢ negativo e f '(xB) positivo. Nos casos em que tal ndo se
verificar o intervalo [x 4% deve ser modificado ou entdo o minimo de f(x) deve ser
procurado no intervalo inicial recorrendo a outro método. Os casos mais comuns em que ndo
se verifica ser f'(x A) negativo e f '(xB) positivo sdo os correspondentes a uma fungiio f (x)
constante, linear crescente, linear decrescente ou concava no intervalo [x4,x5] A estratégia
que deve ser adoptada nestes casos serd indicada no Capitulo 4, conjuntamente com a
adaptacdo do método das bissecges sucessivas & fase F) do algoritmo da F igura 3.1.

3.1.3 - Métodos de segunda ordem

O classico método de Newton-Raphson, que se destina ao calculo do zero de uma
fungo, pode ser adaptado a resolugfio do problema (3.1). Dessa adaptagdo resulta um método
de minimizacio de f(x) em que sdo utilizadas segundas derivadas de f'e que é habitualmente
designado método de Newton. A aplicagdo deste método a minimizagdo de uma fungdo com
uma varidvel € efectuada de acordo com uma versio simplificada do algoritmo da Figura 3.1.

As simplificagGes consistem na eliminagdo da fase F), na considera¢do de a.? unitario € na
substitui¢do dos vectores x e Ax pelos escalares x e Ax.

~ z * . . .
Uma vez que a solugdo procurada ¢ um valor x™ que anule a primeira derivada de f,o
critério de convergéncia (fase C) € neste caso o seguinte

’ £(xe )| <g (3.6)

Uma vez que o método de Newton possui convergéncia quadratica [Gil81], é habitual
atribuir a € um valor pequeno (por exemplo 10°).

No algoritmo da Figura 3.1 a fase E) baseia-se no céalculo do valor de Ax? de tal forma
que

f(x 4+ A7) =0 (.7)

Desenvolvendo f* em série de Taylor e conservando apenas os dois primeiros termos
obtém-se
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£ e ax) = £ (x9)+ (20 Ax? (3.8)

Substituindo (3.8) em (3.7) obtém-se a seguinte equagdo linear com uma incégnita,
cuja resolugdo fornece o valor de Ax?

F(x)axt + £/ (x71) =0 (3.9)

A equagdo (3.9) ¢ apresentada com esta forma de modo a possibilitar mais adiante a
sua comparagdo com o caso relativo 4 minimizagio de uma fungdo com n varidveis. Os
valoresde f e f podem ser calculados analiticamente ou por diferengas finitas com base na
solucdo corrente x?7!. Uma vez que no desenvolvimento de f " em série de Taylor apenas
foram conservados os dois primeiros termos, a equagéo (3.9) fornece um valor aproximado de
Ax?. Por este motivo torna-se necessario recorrer ao método iterativo indicado na Figura 3.1.
Se f for uma fung#io quadratica é suficiente efectuar uma iteracdo para obter a solugéo 6ptima,

porque nestas circunstancias a aproximago em série de Taylor € exacta.

O algoritmo da Figura 3.1 com as modificages atras indicadas constitui 0 método de
Newton, que neste caso é aplicado & minimizagdo de uma fun¢do com uma varidvel. Este
método necessita apenas de uma solugdo inicial x° e possui convergéncia quadratica [Gil81],
desde que x® adopte um valor suficientemente préximo de x’. O método de Newton apresenta
como principal desvantagem o facto de poder divergir se a solugdo inicial x° ndo for
criteriosamente escolhida. Uma vez que apenas é procurado um ponto com a primeira
derivada nula a solugdo x~ pode ser um minimo local, méximo local ou um ponto de inflexdo
(ver Figura 2.1). O significado fisico do problema e a anélise das caracteristicas da fung&o fna
vizinhanga de x* podem contribuir para uma avaliagdo da qualidade da solugdo 6ptima.

3.2 - MINIMIZACAO DE FUNGOES COM n VARIAVEIS E SEM RESTRICOES

A formulagdo de um problema de minimizagdo sem restrigdes de uma fungfo com n

variaveis € a seguinte
Min. f (x) (3.10)

A generalidade dos métodos de resolugdo do problema (3.10) utilizam o algoritmo
indicado na Figura 3.1. A fase que fundamentalmente caracteriza cada um dos métodos € a
fase E), sendo habitual distinguir métodos de ordem zero, primeira e segunda ordem de
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acordo com o grau das derivadas que sdo utilizadas no calculo de Ax?. A pesquisa

unidimensional correspondente a fase F) pode ser efectuada de distintos modos e em certos
casos depende do método que ¢ utilizado na fase E). O critério de convergéncia ou de
interrupgdo do processo iterativo pode também apresentar diversas variantes. Se as derivadas
de f estiverem disponiveis deve ser verificada a seguinte condi¢do de optimalidade (ver

Capitulo 2).
)

O valor de ¢ depende da precisdo pretendida, podendo em geral assumir valores no

<t (.11

intervalo [10'3 ,10‘6]. Qualquer que seja o método de optimiza¢iio utilizado, deve-se

interromper o processo iterativo quando a solugdo corrente deixar de apresentar variagdes
significativas ou quando for alcangado um niimero limite de iteragdes.

3.2.1 - Métodos de ordem zero

Um método de resolugdo do problema (3.10) ¢ de ordem zero quando ndo requer o
célculo de derivadas da fun¢fio f. Estes métodos sdo portanto adequados 3 resolugdo de
problemas em que o célculo das derivadas de f exige grandes recursos informaticos, ou
sempre que a fungdo fapresente descontinuidades.

O método de Powell [Pow64] é um método de ordem zero classico que apresenta
algumas caracteristicas que o tornam vantajoso em certos tipos de problemas. Sendo n o
niamero de varidveis de projecto, o algoritmo relativo ao método de Powell comega por
efectuar »n pesquisas unidimensionais segundo os eixos coordenados. Em seguida € calculada

n+l

uma direcgdo Ax™" correspondente & soma dos n progressos a?Ax? anteriormente

efectuados. Segundo Ax™' & efectuada uma nova pesquisa unidimensional e o vector
o™ Ax™! substitui a'Ax! na lista de n vectores que tem de ser armazenada ao longo do

processo iterativo. Segue-se um novo conjunto de »n pesquisas unidimensionais segundo as
direcgdes armazenadas e o calculo de Ax?*"*? como sendo a soma das n progressdes

M2 & o vector correspondente a esta ultima progressdo

anteriores. Em seguida é calculado o
vai substituir o vector mais antigo da lista. Este procedimento é repetido cerca de 7 vezes e na

generalidade dos casos fornece a solugdo éptima.
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O método de Powell revela-se vantajoso nos problemas em que o niimero de varidveis
de projecto € reduzido, néo se dispde de derivadas e cada avaliagdo da fungdo objectivo tem
um custo elevado. Nestes casos a pesquisa unidimensional deve ser efectuada recorrendo ao
método de aproximagdo polinomial, de modo a minimizar o niimero de avaliages de f. Nestas
circunstancias e desde que ndo ocorram situa¢Ges particulares que dificultem a progresséo
para a solugdo 6ptima, o método de Powell revela-se muito eficiente [Van84].

Existe um conjunto de métodos de ordem zero que se baseiam em pesquisas aleatdrias
efectuadas no espago das solugdes. Estes métodos fundamentam-se em conceitos intuitivos e,
de um modo geral, ddo origem a algoritmos faceis de programar. Na Figura 3.5 encontra-se
uma versdo simplificada no algoritmo correspondente a resolu¢do do problema (3.10) pelo
método das pesquisas aleatérias. A fungdo r(a,b) representa um gerador de niimeros

aleatérios distribuidos uniformemente no intervalo [a,b].

O método das pesquisas aleatdrias pode ser aplicado nos casos em que a fungdo f ¢
descontinua ou quando ndo estd definida em todos os pontos do dominio. A caracteristica
mais interessante que o algoritmo da Figura 3.5 apresenta consiste na capacidade de pesquisa

do minimo global de f no dominio [xmin , xmax]. Esta caracteristica ¢ devida ao facto de o

processo iterativo ndo depender de uma solug8o inicial e de a solugdo ndo ser atraida por
eventuais minimos locais. Devido a sua simplicidade o algoritmo da Figura 3.5 pode ser
facilmente adaptado de modo a ser possivel tirar partido do processamento em paralelo. Uma
vez que as pesquisas aleatorias sdo independentes entre si, pode-se atribuir a cada processador
a tarefa de procurar o minimo global e no fim recolher e comparar a melhor solugfo obtida
por cada um deles. Se ndo se encontrarem disponiveis meios de cdlculo de elevada
performance, o algoritmo da Figura 3.5 dificilmente resolvera problemas com mais do que
poucas dezenas de variaveis. Quando o niumero de variaveis excede esta ordem de grandeza,
para se obter uma solu¢io com uma precisio aceitavel torna-se necessario efectuar um nimero
muito elevado de avaliagdes da fungdo objectivo e o tempo de resolu¢do do problema passa a

ser inaceitavel.

O algoritmo da Figura 3.5 foi aplicado & minimizag8o da fungdo (2.32), que apresenta
diversos minimos e maximos locais no dominio representado na Figura 2.3 (ver Quadro 2.2).
O programa de computador correspondente ao referido algoritmo forneceu como solugo o
minimo global (ponto P) com trés algarismos significativos correctos. Foram realizadas
10 000 iteragGes s quais correspondeu num microcomputador um tempo total de resolugio

inferior a um segundo.
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Figura 3.5 - Minimizagdo de f( x) pelo método das pesquisas aleatérias.
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Nos casos em que o numero de variaveis € elevado, pode ser vantajoso aplicar o
algoritmo da Figura 3.5 diversas vezes e gerar poucas solugdes aleatdrias em cada uma dessas
aplicages. Por este motivo as solugdes aleatorias devem ser geradas num dominio restrito
envolvendo a solugdo corrente. Nesta versdo é necessario preparar uma solugdo inicial e
substituir sucessivamente a solugdo corrente pela melhor solugdo que resultou das aplicagdes
anteriores do algoritmo. Nesta versfio alternativa o método das pesquisas aleatdrias passa a
depender da solugdo inicial e aumenta consideravelmente o risco de convergéncia para um
minimo local. Para aumentar a sua eficiéncia é possivel modificar o gerador de nimeros
aleatérios de modo a aumentar a probabilidade de geragdo de solugdes uteis. Estas
modificagdes podem basear-se em elementos que vdo sendo recolhidos durante a progressdo
da solugdo corrente [Val86].

Os métodos designados algoritmos genéticos baseiam-se também em pesquisas
aleatérias e apresentam algumas caracteristicas particulares. A sua designacdo ¢ devida ao
facto de procurarem representar a evolugdo de uma populagdo de acordo com a teoria de
Darwin [Gal93]. Os membros dessa populagio sdo solugdes do problema de optimizagdo que
se reproduzem, cruzam e sofrem mutagdes. Estes trés processos déo origem a novas solugdes
que apresentam caracteristicas distintas das anteriores e que foram geradas com um
determinado grau de aleatoriedade. As solugdes sdo convertidas e manipuladas de acordo com
um cédigo binario que procura reproduzir o modo como a informagdo genética € armazenada
nos cromossomas. E necessario definir um critério de avalia¢do do grau de adaptaggo ao meio
ambiente de cada membro da populagdo. No caso da minimiza¢do de fungdes as solugdes
mais inadaptadas s3o as que correspondem a um valor mais elevado da fungo objectivo. De
geragio para geragdo s6 os membros melhor adaptados devem sobreviver.

Em [Haj92] ¢ apresentada uma aplicagdio de um algoritmo genético & optimizagdo de
estruturas e sio indicadas outras referéncias relativas a este tipo de algoritmos, sendo a mais
antiga de 1975. Os resultados publicados em [Haj92] referem-se & optimizagéo de estruturas
com um reduzido numero de variaveis de projecto e de graus de liberdade. Apesar de se
tratarem de problemas de reduzida dimensdo, o algoritmo genético apresentou resultados

pouco precisos e revelou-se pouco eficiente.

A principal vantagem apresentada pelos algoritmos genéticos e, de um modo geral,
pelos métodos baseados em pesquisas aleatorias € a sua maior probabilidade de encontrarem o
minimo global. O facto de s6 apresentarem uma eficiéncia aceitavel quando a precisdo exigida
¢ pequena sugere que se recorra a este tipo de métodos para calcular solugdes iniciais
destinadas a serem utilizadas em algoritmos de primeira ou segunda ordem.
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3.2.2 - Métodos de primeira ordem

A resolugdo do problema (3.10) pode ser efectuada recorrendo a métodos que apenas
requerem o calculo de primeiras derivadas de f e que sio designados métodos de primeira
ordem. Nesta classe existem diversos métodos que por sua vez apresentam diversas variantes.
O método do méximo declive (steepest descent) € o método de primeira ordem que apresenta
uma formulagdo mais simples, sendo por esse motivo apresentado em primeiro lugar. Se as
primeiras derivadas de f ndo se encontrarem disponiveis, é possivel efectuar o respectivo
céalculo por diferengas finitas.

O método do méximo declive recorre ao algoritmo genérico da Figura 3.1. O critério
de convergéncia utilizado na fase C) consiste na verificagio da condi¢do de optimalidade
(3.11). Se 0 maximo numero de iteragdes for alcangado antes de esta condigdo ser verificada,
0 processo iterativo deve ser interrompido. Na fase E) o calculo de Ax? ¢é efectuado com base

na solugdo corrente x?!, sendo utilizada a seguinte expressdo

Ax? = —Vf()f""‘) (3.12)

De acordo com (3.12), a direcgdo de pesquisa Ax? € a que numa vizinhanga de x9°!

apresenta maior declive. O pardmetro de pesquisa unidimensional (oc") calculado na fase F)

deve adoptar um valor tal que a seguinte fun¢fio f seja minimizada
Flat)= f(x""'+ocq qu) (3.13)

Uma vez que Ax? se encontra orientado para a descida, o pardmetro o? adopta em

geral valores positivos.

O método do maximo declive possui uma representagdo grafica intuitiva quando €
aplicado a minimizag3o de fun¢Ses com duas varidveis. Na Figura 3.6 encontra-se a trajectéria
iterativa correspondente 4 minimizag#o da fungo (2.32) (ver Capitulo 2). A solugdo inicial é
o ponto x°”=(1,-1) e verifica-se neste caso uma convergéncia para o minimo global. A

trajectoria iterativa correspondente ao método do maximo declive apresenta direc¢des
consecutivas ortogonais entre si (ver Figura 3.6). Esta caracteristica provoca em muitos casos
uma convergéncia exageradamente lenta [Van84].
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Figura 3.6 - Método do méximo declive (steepest descent) - trajectéria iterativa.

Com uma pequena modificagdo ¢ possivel melhorar significativamente as

caracteristicas de convergéncia do método do méaximo declive. Essa modificagéio consiste na
substituigdo de (3.12) pela seguinte expressio também destinada ao célculo de Ax? na fase E)

do algoritmo da Figura 3.1

Ax? = —Vf()f"" ) +

(3.14)

Esta nova versio do algoritmo baseia-se no método de Fletcher-Reeves [Fle64], que
constitui uma adaptagdo do método dos gradientes conjugados & minimizag¢@o de uma fungéo

com n varidveis [Lue84]. A utilizagdo de (3.14) requer o armazenamento da norma do
gradiente de f e da direcgdo Ax correspondentes & iteragdo anterior. Uma vez que esta

Informagiio ndo se encontra disponivel quando o processo iterativo € iniciado, a primeira
direc¢do utilizada no método de Fletcher-Reeves deve ser calculada com a expressdo (3.12).
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Ao ser adicionada & direccdo de maximo declive uma parcela que depende da direcgdo
anterior, as oscilagdes evidenciadas na Figura 3.6 sdo significativamente atenuadas [Van84].
Assim se consegue na generalidade dos casos uma mais rapida convergéncia para a solugdo
optima. O método de Fletcher-Reeves deve ser sempre preferido em relagdo ao método do
maximo declive, porque ¢ mais eficiente e n3o implica um acréscimo significativo na

complexidade do algoritmo.

Existe um conjunto de métodos, designados genericamente de quasi-Newton ou de
métrica varidvel que procuram aproximar o método de Newton (ver 3.2.3) sem exigirem o
célculo de segundas derivadas. Esses métodos permanecem como métodos de primeira ordem
¢ apresentam caracteristicas de convergéncia que os colocam préximo dos métodos de
segunda ordem. Os métodos quasi-Newton baseiam-se na construgdo de uma matriz, que de
iteragdo para iteragdo aproxima com maior rigor a inversa da matriz Hessiana. Se a fungdo f
for quadritica a inversa da matriz Hessiana ¢ obtida num niimero finito de iteragdes
possibilitando assim a obtengdo de uma soluggo de elevada precisdo. Quando a funggo fndo é
quadratica a convergéncia é em geral superlinear. Os métodos quasi-Newton apresentam uma
formulagdo relativamente complexa que se encontra pormenorizadamente exposta em
[Lue84]. Nesta classe os métodos mais utilizados sdo os de Davidon-Fletcher-Powell (DFP) e
de Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) [Van84], cujo desenvolvimento foi efectuado
nos anos 60. Mais recentemente foram propostas algumas versdes distintas destinadas a

resolugdo de problemas com um elevado niimero de varidveis [Gil91].

Uma vez que quanto mais elevada for a ordem das derivadas utilizadas mais correcta é
a aproximagdo do problema original, é 6bvio que segundo este critério os métodos de primeira
ordem sdo superiores aos de ordem zero. A generalidade dos autores refere que € proibitivo o
calculo e armazenamento de segundas derivadas, e consequentemente considera inviavel a
utilizagdo de métodos de segunda ordem. Nestas circunstincias os métodos de primeira ordem
apresentam-se como um bom compromisso e sdo indiscutivelmente os mais utilizados na
resolugdo de problemas de optimizagio ndo linear.

3.2.3 - Métodos de segunda ordem

A minimizagdo de uma fungdo f com n varidveis pode ser efectuada recorrendo a
pesquisa de um ponto estacionario de f (ver 2.2.2). Uma solugio com estas caracteristicas
apenas verifica a condi¢do necessiria de optimalidade (2.29a) e, por este motivo, pode
corresponder a um minimo local, méximo local ou ponto de sela. Mais adiante sera mostrado
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que em geral € possivel obter solugSes dptimas com um método que apenas procura pontos
estacionarios de f.

Designando por x a solugdo corrente (xq") e por Ax a variagdo da solugdo na

iteracdo q(A x? ), a condicdo de optimalidade (2.29a) que deve ser verificada no ponto x+Ax

¢ a seguinte

Vf(3f+ A)f) ) (3.15)

A expressdo (3.15) corresponde um sistema de n equagdes ndo lineares a n incognitas,
que sdo as componentes do vector Ax. Desenvolvendo em série de Taylor cada uma das

equagdes e conservando apenas os dois primeiros termos obtém-se

1) E(al.) £y (iz.f_] Ax, (i=1,...,n) (3.16)
(axi (§+A§) ox; (,_c) j=1 0x,;0x (’f)

Substituindo o desenvolvimento em série de df /Ox; no sistema de equagdes (3.15) e
designando por H a matriz Hessiana de f (ver 2.2.2) obtém-se o seguinte sistema de equag3es

lineares

~ ~

H(x) Ax+ Vf(x) =0 3.17)
Se a fungéo f cujo ponto estaciondrio se pretende calcular for quadrética, os termos da -

série de Taylor que foram ignorados em (3.16) sdo nulos. Neste caso particular o sistema de
equagdes lineares (3.17) fornece um vector Ax que conduz imediatamente a solugdo 6ptima

pretendida, qualquer que seja x

x =x+Ax (3.18)

Se a fungdio f ndo for quadratica, o sistema de equagdes (3.17) fornece um valor
aproximado de A x, que na generalidade dos casos conduz a uma nova solugdo corrente mais
préxima da solu¢dio 6ptima. Para se obter uma solugdo final rigorosa, a resolu¢do do sistema
de equacdes (3.17) e a actualizagdo da solugdo corrente (3.18) devem ser integrados num
Processo iterativo. O algoritmo genérico da Figura 3.1 pode ser de novo adoptado, recebendo
neste caso a designagio de método de Newton [Aro89]. O critério de convergéncia
correspondente 4 fase C) (ver Figura 3.1) pode ser o indicado em (3.11), porque este método
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requer que sejam calculadas as primeiras derivadas de f. Na fase E) o calculo do vector A x7

requer a resolugéo do seguinte sistema de equagdes lineares

l:l'(ic"")Aic" + Vf(ic"") =0 (3.19)

O método de Newton é um método de segunda ordem, porque na matriz Hessiana H

figuram segundas derivadas de £ Se ndo for possivel obter as expressdes das segundas
derivadas, o seu calculo pode ser efectuado por diferengas finitas. O método de Newton torna-
se significativamente mais robusto se em cada iteragdo for efectuada uma pesquisa
unidimensional que fornega o valor 6ptimo de a? (fases F) e G) do algoritmo da Figura 3.1).
Este facto ¢ evidenciado nas Figuras 3.7 e 3.8, que representam o comportamento do
algoritmo relativo ao método de Newton. Nessas figuras encontra-se representado por
intermédio de uma codificagdo por cores o tipo de convergéncia ou divergéncia que ocorre
quando o algoritmo é executado a partir de solugdes iniciais distintas. Ambos os casos
‘correspondem a minimizag@io da fungdo (2.32) (ver 2.2.2), cujos pontos estacionarios sdo
indicados no Quadro 2.2. Nas Figuras 3.7 e 3.8 encontram-se também representadas as
isocurvas da fungdo (2.32), de modo a permitir a visualiza¢do das posi¢des dos dois minimos
locais, do ponto de sela e dos dois méximos locais existentes no dominio considerado (ver
também as Figuras 2.2 e 2.3). O algoritmo correspondente ao método de Newton foi
executado um niimero de vezes igual ao numero de pixels da imagem. A cada pixel encontra-
se associada a solugdo inicial correspondente a respectiva posigdo no dominio representado. A
cor atribuida a cada pixel depende do ponto estacionério que foi alcangado apés um méaximo
de 50 iteragdes. Nos casos em que ndo ocorreu convergéncia néo foi atribuida qualquer cor.

A Figura 3.7 corresponde ao método de Newton sem pesquisa unidimensional,
verificando-se que na generalidade dos casos a solugdo final é o ponto estaciondrio mais
proximo da solugdo inicial. Exceptuam-se algumas regides distantes de pontos estacionérios
as quais corresponde a divergéncia do processo iterativo ou a convergéncia para uma solugéio
final muito afastada da solugdo inicial. A Figura 3.8 corresponde ao método de Newton com
pesquisa unidimensional e com a particularidade de a? poder adoptar valores negativos. Foi
considerado que, sempre que Ax? se encontra orientado para um méaximo local, € atribuido a

a? um valor negativo, que faz com que a solugio se desloque em sentido contrario. Por este
motivo deixa de ocorrer convergéncia para os maximos locais. Com a introdugdo da pesquisa
unidimensional aumenta significativamente a probabilidade de convergéncia para um dos

minimos locais.
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Quer na Figura 3.7, quer na Figura 3.8 verifica-se que, quando a solugdo inicial se
encontra distanciada das possiveis solu¢des finais, o sucesso ou o fracasso do processo
iterativo torna-se dependente de pequenas variagdes da solugdo inicial. O estudo deste caso
particular veio confirmar a importéncia da selecgio de uma solugdo inicial que se encontre tdo

préximo quanto possivel da solugéo final pretendida.

Pelo facto de ser de segunda ordem, o método de Newton apresenta algumas
vantagens em relagdo aos métodos de ordem zero e de primeira ordem. De todas a mais
significativa € a convergéncia quadrética [Gil81], porque permite a obten¢do de solugdes
muito precisas. O cdlculo da matriz Hessiana possibilita a verificagdo das condigdes
suficientes de optimalidade relativas a um minimo local (ver 2.2.2). Estas condi¢fes exigem
que a matriz Hessiana seja positiva definida, sendo portanto desejavel que os algoritmos de
optimizagdo efectuem esta verificagdo apos a obtengdo da solugdo final. A necessidade de
calcular e armazenar segundas derivadas é, em geral, considerada proibitiva [Aro89]. A
resolugdio do sistema de equagdes lineares (3.19) em todas as iteragdes contribui também para
a necessidade de se dispor de meios informéticos relativamente poderosos. A constante
evolugdo da informatica e a utilizagdo de algoritmos eficientes viabilizaram a resolugéo pelo
método de Newton de problemas de optimizagdo com um elevado numero de variaveis. Estas
questdes serfio pormenorizadamente apresentadas mais adiante neste trabalho.

3.3 - MINIMIZACAO DE FUNCOES COM n VARIAVEIS E COM RESTRICOES

Na resolugio de problemas de optimizagdo estdo quase sempre presentes restrigdes
igualdade e/ou desigualdade. A formulagdo genérica deste tipo de problemas € a seguinte

Min. f(f) (3.202)
)0 620
i(x)-0

Os métodos de optimizagdo referidos na secgdo anterior ndo contemplam a presen¢a de
restrigdes, sendo portanto necessario adapta-los a este tipo de problemas ou proceder ao
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desenvolvimento de novos métodos. Os métodos de minimizagdo sem restri¢des podem ser
utilizados desde que seja efectuada uma prévia transformagdo do problema com restrigdes
num problema sem restri¢des. Quando um método apenas contempla a presencga de restrigdes
igualdade, é em geral possivel incluir restrigdes desigualdade, recorrendo a adi¢do de
variaveis de desvio (ver sec¢do 2.1.4). O caso contrario pode ser resolvido com a substitui¢do
de cada restrigdo igualdade por um par de restrigdes desigualdade (ver secgdo 2.1.3). Alguns
métodos recorrem a uma estratégia baseada no conjunto das restrigdes activas (active set)
[Gil81]. Esta estratégia refere-se as restrigdes desigualdade e baseia-se na identificacdo das
restricbes que para a solugdo corrente se encontram activas. E necessario dotar o algoritmo
com a capacidade de ao longo do processo iterativo ir acrescentando e retirando restrigdes ao
referido conjunto.

Apresenta-se em seguida uma breve descri¢io de alguns métodos de minimiza¢do com
restrigdes, tendo sido efectuada a distingdo entre métodos primais e métodos de transformagdo
[Bel85]. Os métodos primais sdo aqueles que abordam directamente o problema de
minimizagdio com restri¢des, recebendo esta designagdo pelo facto de ndo considerarem
varidveis duais (multiplicadores de Lagrange). Os métodos de transformagdo baseiam-se na
substitui¢do do problema de minimiza¢o com restri¢des num problema equivalente mas sem
restricdes. Apds a transformagdo passa a ser possivel recorrer a um dos métodos de
minimizag¢do sem restri¢Ses referidos na secgdo anterior. A transformagio num problema sem
restricBes pode ser efectuada recorrendo a fungdes penalidade, ao Lagrangeano ou ao
Lagrangeano aumentado. Alguns métodos requerem que sejam efectuadas sucessivas
minimizag3es sem restri¢des, acompanhadas de constantes actualizagdes de certos parametros.

3.3.1 - Métodos primais

Apresenta-se em seguida uma breve descri¢do dos métodos das direcgdes admissiveis,
gradiente projectado, gradiente reduzido generalizado, programagdo linear sequencial e
programagdo quadrdtica sequencial. Serdo também referidas as principais vantagens e
desvantagens de cada um deles. Devido a possibilidade de se efectuar diferentes combinagdes
das inimeras técnicas de optimizagdo, revela-se praticamente impossivel referir
exaustivamente todos os métodos que se encontram presentemente disponiveis. Os métodos
que em seguida sdo apresentados foram seleccionados pelo facto de serem os mais
frequentemente utilizados na optimizagdo de estruturas.
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Método das direcgdes admissiveis

A minimizagdo de uma fungdo sujeita a um conjunto de restri¢des desigualdade pode
ser efectuada com um algoritmo que procure diminuir sucessivamente a fungdo objectivo,
mantendo a solugdo corrente dentro da regifio admissivel. A solugdo inicial tem obviamente
de ser admissivel, sendo necessario recorrer a um algoritmo auxiliar quando esse facto néo se
verifica. E nestes principios que se baseia o método das direcgdes admissiveis, cujo
desenvolvimento remonta a 1960 [Zou60]. Recentemente tem sido utilizado na resolugéo de

problemas de optimizagdo por intermédio do programa DOT [Van89a].

O método das direc¢des admissiveis adopta o algoritmo genérico da Figura 3.1, sendo
as suas caracteristicas particulares incluidas na fase E). De acordo com o que foi atrds
referido, a direcgdio Ax? deve corresponder 4 maxima diminuigdo da fungdo objectivo, com a

restricdo de a solugio corrente permanecer admissivel. O calculo de Ax? constitui um

subproblema em que figuram os gradientes da funcdo objectivo e das restrigdes activas. Este
subproblema pode ser formulado como um programa linear [Van84] e consequentemente
pode ser resolvido pelo método simplex. Para atender a uma eventual curvatura da superficie
exterior da regido admissivel, deve-se evitar que a direcgdo Ax? seja ortogonal a Vg ;- Assim

se evita um eventual deslocamento para fora da regido admissivel (ver Figura 3.9).

direcgBes admissiveis (A x9)

_____________________________ 4 =

vE;

Figura 3.9 - Direcgdes admissfveis - influéncia do pardmetro 6.

Se o valor do pardmetro 6 ndo for criteriosamente seleccionado, a eficiéncia e a
robustez do algoritmo podem ser seriamente afectadas. Uma vez que no calculo de Ax?

apenas sio consideradas as restrigdes activas, existe também a necessidade de definir uma
tolerincia numérica associada a decisdo de incluir ou excluir uma restri¢do do conjunto das
restrigdes activas. O valor desta tolerdncia depende do problema e de cada restri¢do, devendo



3.26 CAPITULO 3

assumir um valor inicial relativamente elevado. Ao longo do processo iterativo o valor da
tolerdncia deve ser sucessivamente diminuido. Se os valores destes parimetros ndo forem
convenientemente escolhidos, poderd ocorrer um fenémeno designado ziguezagueamento
(zigzagging), que consiste no facto de uma restrigio repetidamente entrar e sair do conjunto
das restri¢des activas. Esta dependéncia dos valores atribuidos aos diversos parmetros faz
com que o método das direcgSes admissiveis seja considerado pouco robusto [Fle82]. Este
método possui ainda o inconveniente de ser dificilmente adaptével a problemas com restri¢des
igualdade [Aro89].

Método do gradiente projectado

O método do gradiente projectado é semelhante ao método das direcgdes admissiveis,
tendo sido proposto por Rosen em 1961 [Ros61]. A motivagdo para o desenvolvimento deste
novo método foi a de evitar a necessidade de resolver um programa linear em cada iteragso.
No método do gradiente projectado a direcgdo Ax? ¢ obtida projectando Vf sobre o

By

hiperplano tangente a regido admissivel. E em seguida efectuada uma pesquisa
unidimensional destinada a minimizar f na direcgdo Ax?. Se a superficie exterior da regido

admissivel for ndo linear e convexa, a nova solugo corrente ¢ inadmissivel (ver Figura 3.9
para 6 = 0). Torna-se entdo necessirio deslocar iterativamente a solugdo corrente para a
superficie da regido admissivel. Os algoritmos utilizados nesta fase correctiva revelam-se em
geral pouco robustos [Bel85] e podem comprometer significativamente a eficiéncia do
método. Por estes motivos o método do gradiente projectado é em geral pouco utilizado.

Método do gradiente reduzido generalizado

Em [Aba69] ¢ apresentada uma generalizagdo do método do gradiente reduzido de
Wolfe [Wol63]. Na versdo inicial o método tem como objectivo a minimizagdio de fungdes
sujeitas apenas a restri¢des igualdade. As varidveis do problema sdo distribuidas por dois
grupos, o das varidveis independentes e o das varidveis dependentes. Neste ultimo o niumero
de varidveis é igual ao niimero de restrigdes igualdade. E possivel calcular uma direcgdo no
espago das varidveis independentes, que simultaneamente seja uma direcgio de descida e
mantenha a solugdo corrente sobre uma aproximagdo linear da regido admissivel. Se, pelo
facto de ter sido considerada uma aproximacdo linear, a solugdo deixar de ser admissivel,
deve-se recorrer a um método iterativo que desloque a solu¢dio para um ponto em que as
restri¢des igualdade sejam de novo respeitadas. A generalizagdo que permite a aplicagio do
método do gradiente reduzido a problemas com restri¢des desigualdade consiste no recurso a
varidveis de desvio ou a uma estratégia em que apenas ¢ considerado o conjunto das restrigdes
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activas (active set strategy). O método do gradiente reduzido nesta versdo que contempla a
presenca de restrigSes desigualdade ¢ designado método do gradiente reduzido generalizado.
Este método apresenta muitas semelhangas com o método do gradiente projectado e, por esse
motivo, partilha com ele as principais vantagens e desvantagens [Aro89].

Programagdo linear sequencial

A resolugdo do programa matematico (3.20) pode basear-se numa aproximagdo linear
da fungo objectivo e restrigdes. Efectuando o desenvolvimento em série de Taylor de cada
uma das expressdes ¢ ignorando os termos de ordem superior 4 primeira, obtém-se o seguinte

programa matematico
Min. f(xq") + Vf(x"“)Ax” (3.21a)
s.a.
gj(xq_l)+ng(xq'l)qu <0 (j=1,..,m) (3.21b)
hk(x"")+th(x"'l)Ax" =0 (k=1,..,0) (3.21¢)

O desenvolvimento em série de Taylor é efectuado no ponto x?! e as variaveis do
problema passam a ser as componentes do vector Ax?. O programa matemadtico (3.21) é um

programa linear, que pode ser facilmente resolvido recorrendo por exemplo ao meétodo
simplex. Uma vez que na generalidade dos casos a aproximagdo considerada ndo ¢ exacta, ¢
conveniente resolver o programa linear mais do que uma vez, deslocando sucessivamente a
solugio corrente em direcgdo a solugdo optima. Este procedimento pode ser integrado no
algoritmo da Figura 3.1, correspondendo a resolugéo do programa linear (3.21) a fase E). O
método assim definido é designado programagdo linear sequencial ou método do plano de
corte de Kelley [Kel60].

Durante o processo iterativo podem ocorrer situagdes em que a aproximacdo linear
considerada nio permita a obtengdo de direcgdes Ax? que conduzam a uma convergéncia

para a solugio Optima. Se a aproximagdo linear ndo reproduzir com suficiente rigor o
problema original, o programa linear (3.21) pode ndo ser limitado (unbounded) [Van84]. Esta
situaggo pdde ser evitada acrescentando ao programa linear (3.21) um conjunto de restrigSes
que impdem limites a variagdo da solugdo (move limits). Com estas restrigdes adicionais a
solugdo corrente ¢ obrigada a permanecer numa vizinhanga do ponto em que foi efectuado o
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desenvolvimento em série de Taylor. Nessa vizinhanga a aproximagdo linear reproduz com
suficiente rigor o problema original.

Na resolugdo de problemas praticos depara-se quase sempre com a dificuldade de
defini¢do da grandeza dos limites de variagdo da solugdo. Os respectivos valores dependem do
tipo de problema, do tipo de variavel e da iteragdo. Durante o processo iterativo é conveniente
que os valores dos limites de variagdo da solug@o sejam sucessivamente diminuidos [Van84].
Se os seus valores se tornarem demasiado pequenos, a presenga destas restrigdes adicionais
pode fazer com que o programa linear (3.21) nfo possua nenhuma solugdo admissivel. O
algoritmo deve nestes casos aumentar automaticamente os valores dos limites de variagdo da

solugdo.

A programacdo linear sequencial dificilmente pode ser utilizada na resolugdo de
problemas praticos sem a intervengdo de um utilizador experiente. A sua principal tarefa
consiste na defini¢do dos valores iniciais dos limites de variagdo da solugdo e dos factores
associados ao seu decréscimo ao longo do processo iterativo. Se a estratégia previamente
definida ndo se revelar conveniente, poderd ser necessdrio intervir durante o processo
iterativo. A experiéncia adquirida na resolugdo de problemas semelhantes € nestes casos muito
importante. As dificuldades associadas a defini¢do dos limites de variagdo da solugdo
constituem a principal desvantagem da programacgdo linear sequencial como método de
resolugdo de problemas genéricos de optimizagio.

Programacdo quadrdtica sequencial

Os métodos que recebem a designagdo genérica de programagdo quadratica sequencial
apresentam diversas variantes baseadas no algoritmo da Figura 3.1. A principal caracteristica
que essas variantes possuem em comum consiste no facto de o vector Ax? (fase E) ser a

solug¢@o de um programa quadrdtico. Se o problema de optimizagfo consistir na minimizagdo
de uma fungéo fsujeita a uma tnica restri¢do igualdade 4, o programa quadratico que fornece
a direcgdio Ax7 ¢ o seguinte [Kao94]

Min. [Vf(ic"" ) + W(Eq-' )]A x?+ —;-A ;f"’ [VZ f(icq") + xv%(iﬂ“‘ )]A x? (3.22a)
S.a.

h(x""l)+ Vh(xq-‘ )A x?7=0 (3.22b)
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Em (3.22a) & f e V?h sdo as matrizes Hessianas de f e h respectivamente. As
consideragdes em seguida apresentadas sdo facilmente generalizdveis a programas
matematicos com multiplas restri¢des igualdade e desigualdade.

O anulamento do gradiente do Lagrangeano associado ao programa matematico (3.22)
constitui um sistema de equagdes lineares, cuja solugdo fornece o vector Ax? . Este sistema de

equagdes coincide com o que ¢ resolvido em cada iteragdo relativa ao método de Newton (ver

Capitulo 4). Conclui-se portanto que a solugio do programa quadrético (3.22) (qu)

coincide com a direccdo que ¢ utilizada no algoritmo relativo ao método de Newton.

A programacio quadritica sequencial ¢ referida nalguma bibliografia como
programagio quadrética recursiva [Lue84] ou com a designagdo de método do Lagrangeano
projectado baseado em programagdo quadratica [Gil81]. Nas aplicagbes desta classe de
métodos ¢ habitual evitar o calculo das segundas derivadas que figuram em (3.22a). Com esse
fim é efectuada a substituigdo de (V2 f+ szh) por uma matriz que vai sendo actualizada de

iteragdo para iteragfio. Esta operagdo pode ser realizada com a formula de actualizagdo BFGS
(ver secgdo 3.2.2.) [Pow77]. Esta aproximagio compromete a convergéncia quadratica que o
método possuiria se fosse calculada uma direcgdo Ax? coincidente com a que € utilizada no

método de Newton. Para resolver o problema de minimizagdo associado a pesquisa
unidimensional (line search) é necessario definir uma fungdo auxiliar que permita avaliar a

qualidade da solugfo para diferentes valores de a.? [Van84].

Em [Hin91] sdo apresentados diversos problemas de optimizagdo de estruturas cuja
solugéio foi obtida recorrendo & programago quadrética sequencial, tendo sido utilizada uma
subrotina da biblioteca NAG [NAG91]. Na generalidade dos casos estes métodos revelam-se
muito precisos e robustos, sendo estas qualidades conseguidas com algum sacrificio da
eficiéncia [Ble92).

3.3.2 - Métodos de transformagio

Os métodos de minimizagdo sem restrigdes podem ser utilizados na resolugdo do
problema (3.20) desde que este seja previamente transformado num problema equivalente mas
sem restrigdes. Depende do método de transformagdo utilizado o facto de a solugdo do
Problema equivalente coincidir com a do problema original ou de ser apenas uma

aproximagdo de precisdo variavel.
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As transformagdes que podem ser efectuadas recorrem a fungdes penalidade, ao
Lagrangeano ou a uma combinagio destes dois tipos de fungdes. Com o objectivo de obter um
algoritmo mais eficiente, alguns métodos exploram a dualidade que resulta da utilizagio do
Lagrangeano.

Minimizag¢do sem restri¢des sequencial

O programa matemdtico (3.20) pode ser substituido pela minimiza¢do de uma pseudo
fungdo objectivo que traduz um custo que € agravado quando alguma restri¢do € violada. A

seguinte fungdo possui essas caracteristicas [Van84]

o)/ (e)rEmalon 2]} +E[n(e)] 623

Em (3.23) r é um factor que deve assumir um valor muito elevado, de modo a
‘provocar um significativo agravamento do custo, mesmo que as restrigdes sejam apenas
ligeiramente violadas. No caso das restrigdes desigualdade, s6 existe agravamento do custo se
algum g; (x) assumir um valor positivo. Por estes motivos, a minimizagdo sem restri¢es da

funcdo @ apresenta em geral uma solugdo x situada dentro da regido admissivel ou muito

proximo dela.

Se a solugdo inicial se encontrar distanciada da solugdo 6ptima e o pardmetro r adoptar
um valor demasiado elevado, a minimizagio da fun¢gdo @® é um problema muito mal
condicionado. Por este motivo é aconselhavel atribuir a » um valor relativamente baixo e

efectuar uma primeira minimizagdo de ®, obtendo assim uma solugdo mais préxima da

solugdo optima de (3.20). Pelo facto de o valor de r ser baixo, esta solugfo situa-se ainda-

significativamente afastada da regido admissivel. Uma vez que esta solug¢do se encontra agora
mais préxima da solug@io optima de (3.20), é possivel repetir a minimizagio de ® com um
valor de r mais elevado. Este procedimento pode ser repetido diversas vezes até r adoptar um
valor de tal forma elevado que a solugdio seja forgada a situar-se muito proximo da regido
admissivel. Este algoritmo é genericamente designado minimizagfo sem restri¢des sequencial

(sequential unconstrained minimization techniques - SUMT) [Fia68].

A utilizagdo da fung@o (3.23) no algoritmo SUMT conduz em geral a uma sucessdo de
solugdes inadmissiveis. Na generalidade dos casos a solugdo final encontra-se também
significativamente afastada da regido admissivel. Por este motivo a fun¢do que foi adicionada

af (x) em (3.23) ¢ designada fungdo penalidade exterior. Tendo em vista a eliminagdo da

referida desvantagem, € possivel recorrer a uma fungdo ligeiramente diferente da (3.23), que
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possui a caracteristica de penalizar as solugdes que se aproximam do limite da regido
admissivel. A pesquisa unidimensional (line search) deve ser adaptada de modo a serem
ignoradas eventuais solugdes inadmissiveis. Deste modo o algoritmo SUMT produz uma
sucessdo de solugbes admissiveis que inclui a solugdo final. Estas fungdes alternativas sdo
designadas fung¢des de penalidade interior ou funges barreira [Lue84].

- O algoritmo SUMT associado a fung¢des penalidade ou barreira apresenta na pratica
sérios inconvenientes. De todos o mais grave é a dificuldade de defini¢do do ritmo de
crescimento de », de modo a ndo tornar a minimizagdo sem restrigdes prematuramente mal
condicionada [Bel85]. A obtengdo de solugdes precisas s6 ¢ possivel para valores muito
elevados de r. Uma vez que nestas circunstincias o problema se torna mal condicionado, o
algoritmo SUMT apenas consegue fornecer solugSes com um erro consideravelmente elevado.
Devido a auséncia de precisdo e de eficiéncia [Bel82], os métodos de transformacdo baseados
apenas em fungdes penalidade ou barreira sdo considerados obsoletos quando comparados

com outros métodos mais recentes [Pow81].

Método de Lagrange

Os métodos baseados em multiplicadores de Lagrange procuram a solugdo do
problema (3.20) ap6s sua transformagdo num problema equivalente sem restri¢es. Esta
transformagdo pode ser efectuada recorrendo ao Lagrangeano (ver Capitulo 2), porque um dos
seus pontos estacionarios corresponde a solugdo do problema (3.20). Este ponto ¢ também um
ponto de sela do Lagrangeano. Um método que procede & sua determinagdo para resolver
(3.20) recebe a designagdo de primal-dual [Aro91]. Se no problema de optimizag@o apenas

estiverem presentes restrigdes igualdade o respectivo Lagrangeano € o seguinte

L(J_g, A ) =f (x) + Zl:[l'i hk(-’f)] (3.24)

~/ k=l
O célculo do ponto estacionario de L corresponde & resolugéo do seguinte sistema de
n + [ equagdes ndo lineares em que figuram como incognitas as n componentes de x e as /

componentes de Al

!
V. [+ Z(’»’L v, hk) =0 (3.252)
- k=1

h=0 (3.25b)

O calculo da solugdo de um problema de optimizagdo por intermédio da resolugdo do

sistema de equagdes (3.25) recebe a designagdo de método de Lagrange [Aro91]. Se na
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resolugdo do sistema de equagdes (3.25) for utilizado o método de Newton, o método de
optimizagdo dai resultante recebe a designacdo de Lagrange-Newton [Fle88].

A inclusdo dos multiplicadores de Lagrange no conjunto de varidveis do problema faz
com que o seu numero passe de » a n + I. Este facto constitui uma evidente desvantagem em
relagdo a outros métodos em que apenas sdo consideradas como varidveis as # componentes de
x (e.g., algoritmos SUMT). No entanto, a presen¢a dos multiplicadores de Lagrange permite
o desenvolvimento de algoritmos mais robustos, mais precisos e que disponibilizam mais

informag&o relativa a solugio optima.

As restri¢des desigualdade podem ser incluidas num algoritmo que apenas contempla a
presenca de restrigdes igualdade recorrendo a varidveis de desvio (ver Capitulo 2) ou ao
conjunto das restricdes activas (active set). A utilizagdo de m varidveis de desvio
conjuntamente com o método de Lagrange-Newton faz com que o numero de variaveis do
problema passe a ser n + [ + 2m. Pelo facto de ter sido o método utilizado no presente
trabalho, € apresentado no Capitulo 4 um desenvolvimento pormenorizado do método de
Lagrange-Newton com o recurso a varidveis de desvio nas restrigdes desigualdade. Nos
Capitulos seguintes € apresentado o respectivo algoritmo e alguns resultados da sua aplicagio
a optimizagdo de estruturas. Apesar das desvantagens referidas na bibliografia, foi possivel
desenvolver um algoritmo robusto, eficiente e preciso com o qual se solucionaram problemas
de optimizagdo com um elevado nimero de varidveis e restri¢oes.

Método do Lagrangeano aumentado

Para evitar que a presenga dos multiplicadores de Lagrange conduza a um aumento

significativo do numero de varidveis do problema, Hestenes e Powell desenvolveram em 1969

um método baseado na seguinte fun¢io auxiliar [Hes69] [Pow69]

(D(x) - f(x)+i[xk hk(x)]wzl:[hk(x)]z (3.26)
- 7 k=l - k=1 -

Esta funcdo refere-se a um problema de minimizagdo sujeito apenas a restrigdes
igualdade. A expressdo (3.26) foi obtida adicionando ao Lagrangeano (3.24) um termo de
penalidade que figura em (3.23). Por este motivo a fungdo ® €& designada Lagrangeano
aumentado. A funcdo (3.26) é utilizada num algoritmo que procura reunir as principais
vantagens do método de Lagrange e dos algoritmos SUMT e que é designado método do
Lagrangeano aumentado (augmented Lagrangean method - ALM). Este método €& iniciado
com a selecgdo dos valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange A, e do factor de
penalidade r. Os valores iniciais dos A, podem ser nulos e o valor inicial de » deve ser ndo
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nulo e pouco elevado. Em seguida procede-se a uma minimizag&o sem restri¢des da fungéo @,
considerando apenas como varidveis as n componentes de x. Para que o resultado desta

I . ~ J ~ * , PR . .
minimizagdo se encontre proximo da solugdo x , é necessario que os multiplicadores de

Lagrange A, se encontrem também proximos dos correspondentes a solugio 6ptima ou que r
possua um valor muito elevado. Esta tltima opgdo deve ser evitada porque conduz a um mau
condicionamento da fun¢do ®. Recorrendo a seguinte expressdo [Van84], é possivel calcular
um valor mais correcto dos multiplicadores de Lagrange, com base no resultado da anterior

minimiza¢do de @
A=A+ 2rhy (f‘f—‘) (k=1,...,]) (3.27)

A minimizacgo da fungdo @ e a actualizagdo dos multiplicadores de Lagrange devem
ser efectuadas diversas vezes, constituindo assim um processo iterativo em que g representa o
nimero da iteragdo. E aconselhdvel que o pardmetro r seja sucessivamente incrementado, ndo
devendo contudo assumir valores muito elevados para evitar que a fungdo @ se torne mal
condicionada. Neste processo iterativo os multiplicadores de Lagrange convergem
linearmente para os valores correspondentes a solugdo 6ptima A" [Gil81]. Este facto faz com

que a solugdo do problema de optimizagdo (x") apresente também convergéncia linear para a

~

solugdo 6ptima (x‘).

Em [Aro91] sdo apresentadas algumas alternativas para as expressoes (3.26) e (3.27),
que permitem uma aplicagdo do método do Lagrangeano aumentado a resolugdo de problemas
de minimizagdo com restrigdes igualdade e desigualdade. Sdo também sugeridas estratégias
alternativas de modo a melhorar as caracteristicas de convergéncia do método. De um modo
geral verifica-se que a um aumento da eficiéncia esta associada uma diminuigdo da robustez e
da precisio e que a melhoria das caracteristicas de convergéncia s6 € conseguida se forem

consideradas aproximagdes que requerem o calculo de derivadas de ordem superior.

Métodos duais

O conceito de dualidade ¢ em seguida apresentado por intermédio da sua aplica¢do a
um problema de minimizagdo com duas restri¢des igualdade. O programa matematico aqui
considerado coincide com o problema (2.44) apresentado no Capitulo 2, que possui a seguinte

formulaggo.
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Min. f(’f) =xi +x2 + x3 | (3.28a)
s.a.
h ()f) ==X =X, —X3+2=0 (3.28b)
hz(af)=xl—x2—x3+2=0 (3.28¢)

O Lagrangeano correspondente a este programa matematico é o seguinte

L(x, ?»)=x12 +x7 +x3 +4,(-x, ~ X, = X3 +2)+ Ay (x, — X — %3 +2) (3.29)

Uma vez que a solugdo 6ptima (x' , l‘) ¢ um ponto estaciondrio do Lagrangeano, as

derivadas de L em ordem a x;, x, € x; t€m de ser nulas.

0x,

L _o > 2%y =Ay=A, =0 (3.30b)
2

_a_L_=0 = 2x;-A —A, =0 (3.30c)

3

As expressdes (3.30) possuem uma caracteristica muito importante e que consiste no
facto de em cada equacdo apenas figurar uma das » varidveis x;. Este facto ocorre sempre que

a fungdo objectivo e as restrigdes sdo constituidas por um somatdrio de fungdes que s6

dependem de uma das variaveis.
1) = At fifz) (331)

As funges que apresentam estas caracteristicas sdo designadas separaveis. Quando a
funcdo objectivo e as restrigdes sdo fungGes separaveis, em cada uma das equagdes (3.30)
figura uma s6 varidvel x;, cujo valor pode ser facilmente calculado desde que sejam

conhecidos os valores dos A, (k = 1,..., [). Neste exemplo simples & até possivel explicitar
cada uma das varidveis x; em fungfo das componentes de A

X, =0.50, +0.51, (3.32b)
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x3 =0.51, +0.5%, (3.32¢)

Substituindo os x; (i = 1, ..., n) fornecidos pelas expressdes (3.32) no Lagrangeano
(3.29), obtém-se uma fungdo L que é designada fungdo objectivo dual e que depende apenas
dosh, (k=1,..,))

L'(k)=—0.75l21 ~0.7503 —0.5A,A, + 21, +24, (3.33)

A fungio (3.33) encontra-se representada graficamente na Figura 3.10. De acordo com
a teoria da dualidade [Lue84], o resultado da maximizagdo de ﬂ(k, ) kz) coincide com os
multiplicadores de Lagrange A" correspondentes a solugdo éptima do programa matematico
(3.28). Neste exemplo, os valores dos multiplicadores de Lagrange sdo (X‘l,?»'z)=(1,1).
Substituindo estes valores em (3.32), obtém-se (x; ! x; - x; )= (0,1,1). Estes resultados

constituem a solugdio éptima do programa matemético (3.28) e coincidem com a solugéo

apresentada na secgdo 2.2.3.

Funcao objectivo dual 1 - Mesh
'
2 _@__)‘3 P ™ - T . T § L' ( )‘1 y )‘2 )

2.000000

1.857143

1.714286

1.571429

1.428571

1.285714

0.142857

e

Figura 3.10 - Fungdo objectivo dual (3.33).
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A maximizagdo de L'(k) pode ser efectuada com uma variante do método do maximo

declive (steepest descent) designado método da méxima ascensdo (steepest ascent). Este
método recorre ao gradiente de L para determinar a direcgdo a qual corresponde um maximo
incremento da fungdo objectivo dual. Segue-se uma pesquisa unidimensional para determinar
a grandeza do passo a dar nessa direcgdo. Este procedimento é repetido diversas vezes até se
obter uma solugdo a qual corresponde um valor suficientemente baixo da norma do gradiente
de L. As derivadas de L em ordem aos multiplicadores de Lagrange podem ser facilmente
calculadas por intermédio da substituigdo de (3.32) em (3.28b) e (3.28¢c) [Lue84]. Se no
programa matematico estiverem presentes restrigdes desigualdade, a maximizagfio da fungdo

objectivo dual L'(K) deve ser efectuada com a restrigio de os multiplicadores de Lagrange

associados a essas restrigdes serem positivos.

Apresentam-se em seguida dois métodos duais, que tém sido muito utilizados na
resolu¢do de problemas de optimizagdo de estruturas. O primeiro ¢ designado método de
linearizagdo convexa (convex linearization method - CONLIN) e foi desenvolvido tendo em
vista a resolugdo de problemas de optimizagdo de secges transversais e de espessuras [Fle86].
Posteriormente foi também aplicado a optimizagdo da forma de estruturas com
comportamento linear [Fle87]. O método CONLIN baseia-se numa substituigfo selectiva das
varidveis x; pelos respectivos reciprocos 1/x;. O facto de esta substituigio ser ou ndo
efectuada depende do sinal da derivada da funggo objectivo e de cada restrigdo em ordem a x;.
Depois de efectuada a substitui¢do de varidveis € efectuada uma linearizagdo do problema que
nestas circunstincias ¢ convexa e separdvel. Este facto permite o calculo dos multiplicadores
de Lagrange recorrendo & maximizago da fungdo objectivo dual. Em seguida sdo calculados
os valores das varidveis primais. Este procedimento deve ser repetido vérias vezes para que a
aproximagdo linear passe a reproduzir o problema original com maior rigor. Se a solugdo
inicial se encontrar muito distanciada da solugfo final a aproximagdo linear pode dar origem a
um problema sem qualquer solugdo. De um modo geral existe também o risco de este
problema ocorrer durante o processo iterativo. Nestes casos a regido admissivel deve ser
expandida por intermédio de uma relaxagdo das restrigdes.

O método das assimptotas méveis (method of moving asymptotes - MMA) [Sva87]
pode ser considerado como uma generalizagdo do método CONLIN. No método MMA ¢é
efectuada uma substituigio das variaveis x; por 1/(x, - L;) ou 1/(U, - x,). Se o parAmetro L
for considerado nulo e o pardmetro U, tender para infinito o método MMA torna-se
praticamente coincidente com o método CONLIN. A grande vantagem do método MMA
reside na possibilidade de controlar o processo iterativo por intermédio de uma modificagdo
dos valores de L, e U,. Svanberg sugere que sempre que O processo iterativo apresente
oscilagGes os valores ; e U, devem ser aproximados de x;. Se a convergéncia se tornar lenta,
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L, e U; devem assumir valores mais distanciados de x;. O nome deste método ¢ devido ao
facto de L, e U, representarem a posi¢do de assimptotas cuja posi¢do pode ser alterada
durante o processo iterativo. Uma eventual dificuldade na defini¢@io e modificagdo dos valores
de L, e U, ao abordar novos tipos de problemas pode ser considerada como uma desvantagem
do método MMA.

~ Em [Sva87] séo apresentados alguns exemplos simples que procuram mostrar que 0
método MMA ¢é mais robusto e eficiente que o CONLIN. Com ambos estes métodos foi
possivel resolver problemas de optimizagdo de estruturas em regime linear relativamente
complexos [Fle86] [Esp87]. Em [Boc92] o método MMA ¢ generalizado a problemas que
além de restrigdes desigualdade possuem também restriges igualdade. A importancia da
disponibilidade de informagdo relativa & curvatura das fungdes é realgada em [Fle89]. O

célculo de segundas derivadas revela-se essencial para alcangar esse objectivo.

Os resultados apresentados em [F1e86] e [Esp87] mostram que, quer com o método
CONLIN, quer com 0 MMA, ¢ possivel resolver problemas de optimizagdo de estruturas com
um elevado numero de graus de liberdade. No entanto, em ambos os casos 0 numero de
varidveis de projecto dos problemas abordados ndo excedeu poucas dezenas. )
comportamento das estruturas foi considerado linear e estas estavam sujeitas a diversos casos
de carga e a diversos tipos de restrigdes. O calculo das primeiras derivadas das restri¢gbes em
ordem as varidveis de projecto foi efectuado recorrendo a uma técnica designada andlise de
sensibilidades (ver Capitulo 6). Nestas circunstincias os métodos duais revelaram excelentes
qualidades. As principais desvantagens destes métodos consistem no facto de apenas serem
consideradas aproximagdes lineares e de ser necessario controlar a progressdo do método por
intermédio da selecgdo dos valores de um elevado numero de parametros (e.g., coeficientes de
relaxagdio das restrigdes, limites de variagdo da solugfo e posi¢do das assimptotas moveis).
Incluir no algoritmo a capacidade de decidir quais as alteragdes que devem ser efectuadas nos
valores dos pardmetros é em geral uma tarefa 4rdua e falivel. A intervengdo do utilizador

acaba quase sempre por ser necessaria.

3.4 - CRITERIOS DE SELECCAO DE METODOS DE OPTIMIZACAO

Neste capitulo foram apresentados diversos métodos de optimizagdo. Foram também
referidas as principais vantagens e limitagdes de cada um deles. A selecgdo dos métodos
apresentados baseou-se essencialmente na intengdo de exemplificar cada uma das classes de
métodos passiveis de serem utilizados na optimizagdo de estruturas. Foram mais






CAPITULO 4

METODO DE NEWTON

Os problemas de optimizagdo abordados no 4mbito do presente trabalho foram
resolvidos pelo método de Lagrange-Newton (ver Capitulo 3). Este método baseia-se na
pesquisa de uma solugdo que verifique determinadas condigSes necessarias de optimalidade.
No caso da minimizagfio de uma fungdo com restri¢des € procurada uma solugdo que seja um
ponto estacionario do Lagrangeano. A verificagdo desta condigio corresponde a um sistema
de equagdes nio lineares que traduz o anulamento do gradiente do Lagrangeano. O método de
Lagrange-Newton baseia-se no célculo da solugdo deste sistema de equagles pelo método de
Newton [Fle88].

Neste capitulo é apresentado um algoritmo destinado & resolugdo de problemas de
optimizagdo pelo método de Lagrange-Newton. A versdo base deste algoritmo revela-se
pouco eficiente e pouco robusta. Com essa versdo base apenas se conseguem resolver
problemas de optimizagdo com um nimero de variaveis e restri¢Ges relativamente baixo.
Tendo em vista a eliminagdo destas desvantagens, foram acrescentadas ao algoritmo diversas
técnicas auxiliares. O algoritmo foi programado tendo em consideragdo a necessidade de
evitar um exagerado consumo de memdria. Foi também considerada prioritaria a necessidade
de programar o algoritmo de tal forma que viesse a ser possivel a resolugdo de problemas reais

num intervalo de tempo razoavel.

4.1 - ALGORITMO DE OPTIMIZACAO

A minimizagdo pelo método de Lagrange-Newton de uma fung@o sujeita a restri¢des
igualdade e desigualdade apresenta algumas caracteristicas particulares que devem ser
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devidamente exploradas. A formulagdo genérica do problema de optimizago é neste caso a

seguinte
Min. f(x) , x= (%1 o0x,) (4.1a)
.
g(ic)s() g=(g1,:8s) (4.1b)
13(5)59 h=(hyy eohy) (4.1¢)

Considera-se que as varidveis x sdo reais e que as fungdes f, g e / sdo reais, continuas

€ apresentam primeiras e segundas derivadas também continuas. Recorrendo a m varidveis de
desvio € possivel transformar (4.1) num programa matematico em que apenas estfo presentes
restri¢des igualdade.

Min. f(ic) (4.22)
sa.
g(x)rst=0  (i=1..m) (4.20)
h,.(f)=0 (i=1,..]) 4.2¢)

O Lagrangeano do programa matematico (4.2) é o seguinte (ver Capitulo 2)

(o)A EPao ) Fior)] o

k=1

O Lagrangeano (4.3) depende de quatro tipos de varidveis, que se consideram
ordenadas da maneira indicada por motivos que serdo adiante esclarecidos. A resolugio do
problema de optimizagdo (4.1) baseia-se no calculo de uma solugdo (s',?»g‘,x',kh.) que

satisfaga a seguinte condi¢@o necessaria de optimalidade
VL=0 4.4)
A condi¢do de optimalidade (4.4) corresponde a um sistema de equagdes ndo lineares

com 2m + n + [ equagdes e igual nimero de incognitas. Efectuando a derivagio do
Lagrangeano (4.3) em ordem s varidveis s;, A%, x; e )J} obtém-se
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2528 =0 (i=1,..,m) (4.52)

g+ =0 (i=1,..m) (4.5b)

m !
g:*“z()‘g 5gk)+z( 5hk) (i=1,..,n) (4.5¢)

i k=1 i k=1 i
h=0 G=1,..,0 (4.5d)

Este sistema de equagdes néo lineares pode ser resolvido pelo método de Newton (ver

Capitulo 3), sendo adoptado o algoritmo genérico da Figura 3.1. Nas consideragSes que se
seguem serd designado por X o vector que engloba os quatro tipos de variaveis presentes

em (4.3)

X= (s A%, x xh) (4.6)

Na fase E) do algoritmo da Figura 3.1 ¢ calculada a variagdo da solugdo AX 7. De
acordo com (3.19) (ver secgdo 3.2.3), o céalculo de AX? requer a resolugdo do seguinte

sistema de equagdes lineares

H(g(q-‘)A ivuw({(q"‘) =0 4.7)

No sistema de equagdes lineares (4.7) a matriz dos coeficientes ¢ a matriz Hessiana do
Lagrangeano e o vector dos termos independentes € o gradiente do Lagrangeano. Esta matriz e
este vector sdo calculados no ponto correspondente a solugdo corrente X 1

A matriz Hessiana do Lagrangeano é obtida por derivagdo de cada uma das equagdes
(4.5) em ordem a todas as variaveis presentes em X. Uma vez que em (4.5) figuram quatro

tipos de equagdes ¢ em X figuram quatro tipos de variaveis, a matriz H ¢ constituida por
dezasseis submatrizes. Efectuando a derivagdo das equagdes (4.5) em ordem as variaveis s,

A%, x; e A, obtém-se a seguinte matriz simétrica
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oy | B H | o | o
- o | B | o 4.82)
(n) | siMétrica | B | H
0] 0
H,;.‘:{'zg% ’ I :j} (i=Lom; j=1,.,m) (4.8b)
H,.j.={2si > 5¢ '=J} (i=lom; j=1,.,m)  (4.8¢)
0 , se i#]j
us =28 (i=lym j=1,.,n)  (4.8d)

&? ul & ! h . .
Hyf =ﬁ+2[lﬁ gng]+Z(?f}c axa; (i=1,..,m j=1,..,n) (4.8¢)
2T ' pat '

oh,
h—-—-—-—‘, .= M .=
H,.j_ax (i=1,.,m j=1,..,1) (4.8f)

As submatrizes H* ¢ H* apenas possuem termos ndo nulos na diagonal. Por este

motivo € suficiente dispor de dois vectores com m componentes cada para efectuar o
armazenamento destas duas submatrizes. Por motivos que serdo adiante apresentados, da
matriz ¥ apenas ¢é necessario armazenar os termos ndo nulos. A matrizde n+/ linhas e

n+ 1 colunas que inclui H/ ¢ H" é armazenada como uma matriz triangular superior cheia.

Efectuando o armazenamento das cinco submatrizes (4.8b-f) da forma indicada, consegue-se
uma grande economia de memoéria em relagdo ao armazenamento completo da matriz
Hessiana.

Os sistema de equagdes lineares (4.7) possui como vector de termos independentes o
gradiente do Lagrangeano no ponto correspondente a solugdo corrente. O célculo deste vector
em cada iteragdo ¢ efectuado recorrendo aos primeiros membros das equagdes (4.5). Da
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resolugdo do sistema de equagdes lineares (4.7) resulta o vector AX?. Este vector

corresponde 2 variagdo do valor de todas as variaveis que estdio presentes em (4.6). De acordo
com o algoritmo da Figura 3.1, é em seguida efectuado o calculo do pardmetro de pesquisa
unidimensional a?. O valor de a.? deve ser calculado com o objectivo de minimizar a norma
do gradiente do Lagrangeano na direcgdo A X?. Em seguida ¢ actualizado o valor de todas as

varidveis X recorrendo a seguinte expressao
X7 =X afA X7 (4.9)

O critério de convergéncia correspondente & fase C) do algoritmo da Figura 3.1

baseia-se na verificagdo da seguinte condigdo

()

Uma vez que o método de Newton possui convergéncia quadratica, o pardmetro € pode

(4.10)

adoptar um valor muito pequeno. Na generalidade dos problemas de optimizagio resolvidos
no Ambito do presente trabalho foi atribuido a € o valor 10%. Com este critério de
convergéncia e com este valor de € obtém-se em geral solugdes optimas com mais de quatro

algarismos significativos correctos.

Na solugfo optima X * estdo presentes os valores das varidveis de projecto (x' ), das

varidveis de desvio (s') e dos multiplicadores de Lagrange (Kg. e ?\.h'). Para facilitar a

anilise da solugio 6ptima, os valores das varidveis de desvio devem ser apresentados elevados
ao quadrado. De acordo com (4.2b), o valor de s? representa a folga associada a cada restri¢do
desigualdade. As restricdes que apresentarem um valor de s préximo de zero pertencem ao
conjunto das restri¢des activas (active set). Se algum componente do vector kg apresentar

um valor negativo, o processo iterativo deve ser repetido com outra solucdo inicial. Na pratica
s6 se deve considerar negativo um valor inferior a -€. A presenga de valores negativos nas
componentes de A2 indica que existem solugdes admissiveis com um valor inferior da funggo

objectivo (ver Capitulo 2).
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4.2 - TECNICAS DE ARMAZENAMENTO E DERIVACAO DE FUNCOES

No programa matematico (4.1) a fun¢Sio objectivo e cada uma das restri¢des sdo
fun¢des que dependem do problema que se pretende resolver. Uma vez que os algoritmos de
optimizagdo necessitam de avaliar e eventualmente derivar estas fun¢des, é necessario
introduzi-las de alguma forma no cédigo computacional. O processo mais simples é o da
descri¢do das fun¢des com a sintaxe da linguagem de programagdo utilizada. Em seguida é
necessario compilar e ligar o cddigo que contém a descrigdo das fungdes ao programa de
optimizagdo. Se o algoritmo necessitar das derivadas das fungdes, estas podem ser calculadas
numericamente. O calculo de derivadas por este processo pode apresentar graves problemas
numéricos se o valor da perturbacdo das fungdes ndo for convenientemente escolhido. Em
alternativa, ¢ possivel derivar previamente as fungdes e adicionar as expressdes das derivadas
a descri¢do efectuada com a sintaxe da linguagem de programagdo. Este procedimento é
pouco pratico e apresenta o grave inconveniente de o volume de informagdo que tem de ser
fornecido poder facilmente exceder a capacidade do compilador. Quando se recorre a esta
técnica, a utilizagdo do programa de optimizagdo sé é possivel se estiver disponivel um
compilador compativel com o que foi utilizado na compilagdo dos restantes modulos. As
subrotinas de optimiza¢do da biblioteca NAG [NAGO1] apresentam estas desvantagens,
ficando assim restringidas a resolugdo de problemas com um nimero moderado de variaveis e
restrigdes. Se um programa de optimiza¢do apenas se destinar a resolugdo de uma determinada
classe de problemas com caracteristicas bem definidas, a inser¢do das diversas fungdes no
codigo computacional pode ndo constituir um inconveniente. Neste caso a tnica desvantagem
consiste na impossibilidade de acrescentar posteriormente restrigdes que nio tenham sido

previstas pelo programador.

A introdugdo da fungdo objectivo e restrigdes no programa de optimizagdo pode ser
efectuada por um processo alternativo designado programagfio simbolica. Neste caso é
necessario que seja o programa de computador a interpretar, derivar e avaliar as diversas
fungdes que constituem o programa matematico. Estas fung¢des sdo incluidas no ficheiro de
dados, de acordo com uma sintaxe compativel com o programa que vai proceder a sua
interpretagdo. Deste modo, com um dnico programa executavel € possivel abordar problemas
de optimizagdo com distintas formulagdes [Van89b]. Esta alternativa apresenta grande
versatilidade e facilidade de utilizag@io. A principal desvantagem ¢ a elevada complexidade
associada ao desenvolvimento do cédigo computacional.




METODO DE NEWTON 47

No dmbito do presente trabalho foi desenvolvida uma versdo limitada da alternativa
designada programagdo simbélica. A funcdo objectivo f e as restricdes g; e A, apresentam

neste caso a forma genérica correspondente a seguinte fungdo p(x)

p(x) = ZT: c, Hx 4.11)

T - nimero de termos;
n - nimero de variaveis de projecto;
¢, - coeficiente do termo #;

a, - expoente da variavel x; no termo ¢.

Em (4.11) os coeficientes ¢, € as variaveis x; sdo niumeros reais sem restri¢do de sinal.
Na versdo actual do cédigo computacional os expoentes a,; sdo nimeros inteiros sem restri¢do
de sinal. A passagem dos expoentes a,; a niimeros reais ndo apresenta qualquer dificuldade,
implicando apenas um aumento do consumo de recursos informaticos. No presente trabalho

apenas sdo abordados problemas com expoentes a,; inteiros e sem restri¢do de sinal.

Durante a execugdo do programa de optimizagdo os valores dos coeficientes ¢, e dos
expoentes a,; correspondentes as diversas funcgdes que constituem o programa matematico sdo
lidos no ficheiro de dados. Quer neste ficheiro, quer no tipo de armazenamento efectuado pelo
c6digo computacional, apenas sdo considerados os termos que apresentam um valor de ¢, ndo
nulo e em cada termo apenas figuram as varidveis com expoente g, nio nulo. Apresenta-se

em seguida como exemplo uma func@o que se enquadra na expressdo genérica (4.11)

~

p(x) =5.9x%x;% = 3.1, +2.7x] x;x5 — 1.8 (4.12)

A derivagdo da fungdo (4.11) em ordem a uma varidvel x; pode ser facilmente

efectuada, resultando a seguinte express3o genérica

op _ A a,~1 . a, | - 4.13
axj =1 i=1

i#j

Devido as caracteristicas das expressdes (4.11) e (4.13), é essencial que durante a
execugdo do programa as varidveis com expoente negativo nunca se anulem. Uma vez que da
derivagdo de (4.11) resulta uma fungdo do mesmo tipo, é igualmente simples e eficiente

calcular as segundas derivadas de p(x).
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Com o objectivo de calcular o gradiente do Lagrangeano (4.5) e a Hessiana do
Lagrangeano (4.8), € necessdrio efectuar a avaliagio das fungdes p(x) e calcular as
respectivas derivadas de ordem um e dois no ponto correspondente & solugdo corrente. Para

evitar a necessidade de armazenar um elevado volume de informagdo temporaria associada as
sucessivas derivagdes, foi adoptado o seguinte algoritmo.

1
—)< Para cada fungdo  p(x): £ gj (j=1,.., m), hCk=1,.., 1)

2
) Para cada termo da fungdo p(x) >

A)| Calcular p(x91)

B) | Adicionar p(x9!) a VL

3)
Para cada variavel do termo: x, >

C) | Calcular 3p/3x, em x9!

D) | Adicionar 3p/3x, a VL e H

4)

{ Para cada variavel do termo: x; >

E)| Calcular azp/axr dxs em x4

F)| Adicionar azp/a xpdxs a H

Figura 4.1 - Algoritmo utilizado na avaliag3o e deriva¢do de fungdes.
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Notas relativas ao algoritmo da Figura 4.1:
- ociclo 1) percorre as 1 +m + [ fun¢des do programa matematico (4.1);
- ociclo 2) percorre um numero de termos T que depende da fungdo;

- os ciclos 3) e 4) apenas percorrem as varidveis que possuem um expoente ndo
nulo;

- uma vez que a matriz Hessiana é simétrica, no ciclo 4) ¢ suficiente percorrer as

varidveis que apresentam § >r;

- nas fases B), D) e F) a adigdio dos valores calculados a VL e H ¢ efectuada de

acordo com as expressdes (4.5) e (4.8). E necessério atender as seguintes

excepgdes: na fase B) o valor da fungdo objectivo ndo € adicionado a VL e na fase
D) of / &x, ndo ¢ adicionado a H.

A utilizagdo do algoritmo da Figura 4.1 e o facto de em cada termo figurar
habitualmente um reduzido niimero de variaveis permite que o armazenamento € a avaliagdo
das diversas derivadas seja efectuado com um reduzido consumo de memdria. Verifica-se
também que o tempo gasto nestas operagdes, no calculo do gradiente do Lagrangeano e no
calculo da matriz Hessiana é desprezével quando comparado com o correspondente &
resolucdo do sistema de equagdes lineares (4.7). Com a utilizagdo do algoritmo da Figura 4.1
é eliminada uma das principais desvantagens que ¢ atribuida ao método de Newton ¢ que
consiste na dificuldade de calcular a matriz Hessiana [Aro89].

4.3 - TECNICAS DE SCALING

As intimeras técnicas destinadas a melhorar o condicionamento de um programa
matematico sdo genericamente designadas scaling. A transformag¢do de um programa
matematico mal condicionado num outro bem condicionado conduz em geral a um aumento
da probabilidade de se obter uma solugdo precisa € a uma diminui¢do do tempo de resolugio.
A solugdo do problema transformado tem de coincidir com a do problema original ou, em
alternativa, tem de existir um processo de relacionar as duas solugdes. As técnicas de scaling
podem ser muito ou pouco elaboradas e podem afectar diferentes grandezas associadas a
resolugio do problema de optimizagdo. Por este motivo, o tipo de scaling que deve ser
efectuado depende em parte do método de optimizagdo que se pretende vir a utilizar. Deve em
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geral ser evitada a utilizagdo de técnicas de scaling demasiado complexas, porque o esforo
despendido na sua aplicagdo pode ndo ser compensador.

Existem fundamentalmente duas técnicas de scaling, que devem ser sempre associadas .
a resolugdo de um problema de minimizagio com restrigdes. A primeira baseia-se numa
transformagéo de variaveis e a segunda tem como objectivo a normalizagio das restrigdes. De
acordo com o respectivo significado fisico, as diversas varidveis de um problema de
optimiza¢do podem assumir valores com ordens de grandeza muito distintas. E também
possivel que uma determinada varidvel s6 possa assumir valores num intervalo de pequena
amplitude (e.g. 1000.1<x; <1000.2). Quer num caso quer noutro, para evitar eventuais
problemas numéricos seria vantajoso que todas as variaveis adoptassem valores por exemplo
no intervalo [-1,1]. Este objectivo pode ser alcangado recorrendo a seguinte transformacgo de
variaveis [Gil81]

x;,=Z,x5+W, (i=1,.,n) (4.14)

Os coeficientes Z; ¢ W, t€m de ser determinados de tal forma que a transformagdo
inversa de (4.14) converta o intervalo correspondente a varidvel x; num intervalo com
extremos proximos da unidade e com amplitude aproximadamente unitéria. Depois de obtida
a solugdio ¥, é possivel calcular a solugdo do problema original recorrendo a (4.14). No caso
da minimiza¢do sem restri¢des, um problema é bem condicionado se a respectiva matriz
Hessiana pouco diferir da matriz identidade. De modo a transformar o problema inicial num
outro que apresente esta caracteristica, € proposta em [Van84] uma transformagio de variaveis
do tipo (4.14) mas com W, nulo.

A normalizagdo das restrigdes deve ser sempre efectuada para que todas elas
influenciem de um modo semelhante a convergéncia para a solugdo 6ptima. Em [Van84] &
aconselhada a seguinte técnica de normalizagdo das restrigdes

gj(X)'i'Cj
g(x)res0 > HEiZ<o (4.15)

|cf|

Esta transformagdo deve ser aplicada a todas as restri¢des igualdade e desigualdade
que apresentem um termo constante ¢; ndo nulo. A normalizag@o pode também ser efectuada
por intermédio da multiplicagdo de todas as restrigdes por uma constante calculada de tal
forma que as normas dos gradientes das restri¢des igualem a norma do gradiente da fungéo
objectivo [Van84]. Estes gradientes podem ser calculados no ponto correspondente a solugéio

inicial.
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No presente trabalho foram utilizadas técnicas de scaling que, além de melhorar o
condicionamento do programa matemadtico, se destinam a permitir a defini¢do prévia de
diversas constantes que influenciam o comportamento do processo iterativo. Se ndo forem
aplicadas técnicas de scaling, o valor da tolerancia € associada & verificagdo do critério de
convergéncia (4.10) nfo é independente das unidades utilizadas na definicdo do programa
matematico. Este facto dificulta em cada caso a selecgdo do valor de €. Durante o processo
iterativo e na analise da soluc@o 6ptima, é necessario verificar se determinadas grandezas séo
nulas. Devido a acumulagio de erros de arredondamento, considera-se que uma grandeza €
nula quando apresenta um valor absoluto inferior a uma tolerancia. Se néo forem utilizadas
técnicas de scaling, a selecgdo em cada caso de um valor para esta tolerdncia pode ser

problematica.

Transformagdo das varidveis

No algoritmo desenvolvido no dmbito do presente trabalho foi incluida a possibilidade
de efectuar uma transformagdo das varidveis de projecto. Esta transformagdo ¢ efectuada de
acordo com (4.14), sendo W, considerado nulo

x,=Z,% (i=1,..,n) (4.16)

1 [

Para que a um valor de ¥, unitirio esteja associada a manutengdo do valor
correspondente a solugdo inicial x,.O , atribuem-se as componentes de Z os seguintes valores

Z =x (i=1,..,n) 4.17)

i

Substituindo (4.16) em cada termo das diversas fungdes (4.11) que constituem o

programa matemético (4.1), resulta

C,f[xf" - g[]%" (4.18)
i=1

i=1

Os coeficientes ¢, podem ser facilmente calculados com base na solugdo inicial
Z=x°

n
g =c|[Z" (4.19)
i=1

Depois de obtida a solugdo 6ptima X * & possivel converté-la na solug¢do do problema

original recorrendo a (4.16).
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Para que a transformagédo de variaveis ndo conduza a uma solugfo errada, é necessario

que todas as componentes de x° sejam ndo nulas. Para evitar problemas numeéricos é

aconselhdvel que todas as componentes de x° apresentem um valor absoluto superior a uma
tolerancia predefinida.
A solugdo inicial do problema transformado € a seguinte

%=1 (i=1,...,n) (4.20)

Apbs a conversdo das restrigoes desigualdade (4.1b) em restrigdes igualdade é também
efectuada uma transformacéo linear das variaveis de desvio s It

gj(x)+sf. ) (j=1,..,m) 4.21)
5;=Z, 5, (j=1,....m) (4.22)
gj(x)+zf. 57=0 (j=1,..,m) (4.23)

Uma vez que é aconselhavel que a restrigio (4.21) seja respeitada quando x =x°, o

o)

Em (4.24) gj(xo) figura em modulo para que sejam também contempladas as

valor inicial de s; deve ser o seguinte

(j=1,..,m) 4.24)

situagdes em que a solugdo inicial ndo respeita a restri¢do g, (x) <0. Por analogia com o tipo
de transformagdo que ¢ efectuado no caso das varidveis de projecto, ¢ atribuido a Z; o
seguinte valor

Z, =5 (j=1,..,m) (4.25)

Nestas circunstancias o valor inicial das varidveis de desvio no problema transformado

¢ o seguinte
50 =1 (j=1.,m) (4.26)

Depois de obtida a solugdo 6ptima do problema transformado, devem ser calculadas as
folgas correspondentes as restrigdes desigualdade do problema original. O valor dessas folgas

¢ fornecido pela seguinte expressdo
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Zrs; (j=1,..,m) (4.27)

Se algum valor de Z; obtido com base em (4.24) e (4.25) for nulo, a respectiva
restri¢io (4.23) figura no programa matematico transformado como uma restrigio sempre
activa. Se este facto ocorrer e se na solugdo 6ptima do problema original essa restri¢do for
inactiva, a solugdio do problema transformado ndo corresponde & do problema original. Por
este motivo nenhum Z; pode ser nulo, sendo desaconselhavel por questdes numéricas a
adop¢do de valores muito pequenos. Este problema deve ser evitado por intermédio da
selecgdo de uma solugdo inicial que implique a existéncia de uma folga significativa em todas

as restri¢des desigualdade. Se ndo for possivel evitar que o valor de Z; obtido com base em

(4.24) e (4.25) seja demasiado pequeno, deve ser utilizado um valor predefinido.

Normalizagdo das restri¢oes

No algoritmo de optimizagdo desenvolvido no &mbito do presente trabalho foi incluida
uma técnica de normalizagdo automaitica das restrigdes. O objectivo desta normalizaggo foi o
de fazer com que os gradientes da fungo objectivo e de todas as restri¢des apresentem norma
unitria para x = x°. Nas consideragdes que se seguem as restricSes (4.23) sio incluidas no

conjunto das restrigdes igualdade. Na normalizagdo dos gradientes das fungdes que
constituem o programa matematico original sdo utilizados os seguintes coeficientes € as

seguintes transformagdes

Zy= Vf(ico) (4.28)
Z, = th(;f") (k=1,..,0) (4.29)
Vf = _levf (4.30)
Vh, =-21:th (jc:l,...,l) (4.31)
7= _21; 7 (4.32)

}_{k =’Zl—hk (k=1"--sl) (4.33)
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Uma vez que as fungdes fe A, sdo do tipo (4.11), as transformagdes (4.32) e (4.33) sdo
efectuadas recorrendo a multiplicagdo dos coeficientes ¢, por 1/Z, ou 1/ Z,. O anulamento
do gradiente do Lagrangeano do programa matematico transformado corresponde ao seguinte
sistema de equagdes ndo lineares (ver sec¢do 2.2.3)

!
VF+ 3 (R th)= (4.34a)
k=1

B, =0 (k=1,..,1) (4.34b)

Substituindo (4.30), (4.31) e (4.33) neste sistema de equagdes obtém-se

l —
—Zl—Vf+Z[kk Zthk)=0 (4.3523)
0 k=1 k -
—l—hk =0 (k=1,...,0) (4.35b)
Zk

Multiplicando a equagdo (4.35a) por Z, e cada equagdo (4.35b) pelo respectivo Z,
obtém-se

I —
vf +Z(M %th} 0 (4.36a)
k=1

k

h =0 (k=1,..,1) (4.36b)

Se a solugdo optima for um ponto regular, os vectores th(x') sdo linearmente

independentes (ver secgdo 2.2.6). Nestas circunstincias, comparando (2.36) com (4.36)

conclui-se que os multiplicadores de Lagrange do problema original podem ser obtidos a
partir dos correspondentes ao problema transformado utilizando a seguinte expressdo

A=A, =2 Zo

Zy

(k=1,...,1) 4.37)

Da comparagido de (2.36) com (4.36) conclui-se também que a normalizagdo da fungdo

objectivo e restri¢des nio afecta a solugdo do programa matematico.

Para evitar divisdes por zero ou por valores muito pequenos, os coeficientes Z; ¢ Z,
devem ser maiores do que uma tolerdncia. Nas raras situagoes em que as expressdes (4.28) e
(4.29) conduzirem a valores de Z, ou Z, demasiado pequenos deve ser utilizada outra solugio
inicial x°.
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Atendendo ao modo como a normalizagdo da fungio objectivo e restrigdes ¢é efectuada,
sugere-se que no problema transformado os valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange
sejam unitarios

Ay =1 (k=1,...,1) (4.38)

Se forem aplicadas ao programa matematico todas as técnicas de scaling aqui

sugeridas, a solugdo inicial do problema transformado ¢ a seguinte

22

0
Xx° =(§, A, %, ) =(1,...,1) (4.39)

Exemplo de aplicagdo das técnicas de scaling

Com o objectivo de exemplificar o efeito da aplicagdo das diversas técnicas de scaling
atras referidas, apresenta-se o seguinte programa matematico

Min. 2000x, (4.40a)
s.a.

—x,+200+st =0 (4.40b)

X, —0.2+53 =0 (4.40c)

~10x,x, +500="0 (4.40d)

As restrigdes igualdade (4.40b) e (4.40c) resultam da adigdo de um termo de desvio a
duas restrigdes desigualdade que estavam presentes no problema original. Como solugdo
inicial de (4.40) ¢ adoptado o vector x° =(500, 0.1). Para que (4.40b) e (4.40c) sejam

respeitadas, as variaveis de desvio devem adoptar os valores s = (\/ 300, 0.1). Efectuando

uma transformagdo de varidveis de acordo com (4.16) e (4.22), seguida de uma normalizagdo
da fungfo objectivo e das restrigdes de acordo com (4.32) e (4.33) resuita o seguinte programa

matematico
Min. % (4.41a)
s.a.
— 0.640 %, +0.256+0.384 57 =0 (4.41b)
0.447 %, —0.894+0.447 57 =0 (4.410)

~0.707 %, %, +0.707=0 (4.41d)
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No Quadro 4.1 encontra-se a solugfo inicial e a solugdo optima relativa aos programas
matematicos (4.40) e (4.41). Pode-se facilmente verificar que os valores absolutos dos
coeficientes dos termos do programa matemético (4.40), bem como os valores das respectivas
solugdes inicial e Optima se situam no intervalo [0.1, 2 500 000]. Depois de aplicadas as
técnicas de scaling, este intervalo passa a ser [0.256, 2]. A diminui¢do da amplitude do
intervalo e o facto de todos os valores passarem a situar-se proximo da unidade sdo aspectos
benéficos do ponto de vista numérico. A confirmagdo deste facto pbde ser obtida por
intermédio da resolugdo de ambos os programas matemadticos pelo método de Newton. Na
versdo (4.40), i.e., sem a aplicagdo de qualquer técnica de scaling, o nimero de iteragdes
necessario a resolu¢do do problema € muito superior ao correspondente a versdo (4.41). A
resolugdo do problema (4.40) sem scaling requer a alteragdo de diversos pardmetros e
tolerdncias numéricas para se conseguir a convergéncia para uma solugdo precisa. Na versdo
(4.41) obtém-se uma solugdo precisa com os valores habituais dos pardmetros e tolerdncias.
Quando € aplicado a versdo transformada do programa matematico, o método de Newton

apresenta-se muito mais robusto.

Quadro 4.1 - Solugio inicial e solu¢do 6ptima relativa aos programas matematicos (4.40) e (4.41).

Programa matematico (4.40) Programa matematico (4.41)
Solugdo inicial | Solugfio 6ptima || Solugdo inicial | Solu¢do 6ptima
X 500 250 1 0.500 X
X3 0.1 0.2 1 2.000 X,
51 J300 J50 1 0.408 5
) Jo1 0 1 0.000 5
;Lzl; 10 000 0 1 0.000 X‘f
;\g 10 000 2 500 000 1 0.559 Iﬁ
;j{ 10 000 _ 1 000 1 0.707 Xllz
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[

4.4 - RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

A resolugiio de um problema de optimizag@o pelo método de Newton requer que em

cada iteragdo seja resolvido o seguinte sistema de equagdes lineares (ver sec¢do 4.1)

fl(.z("‘l)A X7 =- VL({("“) (4.42)

Este sistema de equagdes pode ser simplificadamente representado do seguinte modo

Ax=b (4.43)

Neste sistema de equagdes a matriz dos coeficientes é a matriz Hessiana do
Lagrangeano calculada no ponto correspondente  solugio corrente X771, Os elementos desta

matriz sdo calculados com as expressdes (4.8). O vector dos termos independentes € o
simétrico do gradiente do Lagrangeano também calculado no ponto X?7'. O calculo dos

elementos de VL & efectuado com os primeiros membros das equagdes (4.5).

No algoritmo descrito no presente capitulo, a fase que requer maior quantidade de
meméria e demora mais tempo ¢ a correspondente 4 resolugdo do sistema de equagdes (4.42).
Uma vez que é esta fase que condiciona a performance global do algoritmo, deve ser utilizado
um método de resolugdo de sistemas de equagdes que tire partido da simetria e da esparsidade
da matriz Hessiana. O algoritmo desenvolvido no &mbito do presente trabalho apresenta nesta
fase a possibilidade de ser utilizado em alternativa um método directo ou um método iterativo.
O método directo considerado é o de eliminagio de Gauss adaptado as caracteristicas da
matriz Hessiana e o iterativo é o dos gradientes conjugados com pré-condicionamento. Este
ultimo apresenta caracteristicas que permitem a sua facil adaptagdo a resolugdo de sistemas de
equagdes com a matriz dos coeficientes esparsa. A adaptagdo destes dois métodos a resolugdo

de (4.42) é em seguida apresentada.

4.4.1 - Método directo

A matriz dos coeficientes correspondente ao sistema de equagdes (4.42) € simétrica e €
constituida por dezasseis submatrizes definidas pelas expressdes (4.8). Se ndo forem
consideradas as caracteristicas particulares da matriz Hessiana, torna-se necessario armazenar
os seus (2m + n + I) x (2m + n + ]) elementos. A quantidade de memoéria necessaria para
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armazenar a matriz nestas circunstancias alcanga valores muito elevados mesmo com um
niumero moderado de varidveis e restricdes. Com o objectivo de economizar memoria e
diminuir o tempo de resolugdo, devem ser utilizados algoritmos que explorem a estrutura € a
esparsidade da matriz Hessiana.

1(m) _ 2(m) 3(n) 40
1) ; - 1 - .
2m) ; - . . . ; :
o EEEERE PR
et

Figura 4.2 - Termos ndo nulos da matriz dos coeficientes antes de ser iniciada a fase de eliminag3o.

1(m) 2(m) 3(n) 4
1o ; - . ; - .
20m) . ; - N ° ;
PIARRRAR e i
e

Figura 4.3 - Termos nfo nulos da matriz dos coeficientes apds a eliminag3o da coluna 1.
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1(m) 2(m) 3(n) T0))
1 (m) ] )
2(m) b .

3(1’1) e|o|o|e]|]e|eo|eo|e
4([) e|ojoje

Figura 4.4 - Termos ndo nulos da matriz dos coeficientes apés a eliminagdo das colunas 1 e 2.

1(m) 2(m) 3(n) 4()
1em) ; - . ; . .
20m) . ; - . . ; :
FEEE
gHtE

Figura 4.5 - Termos ndo nulos da matriz dos coeficientes ap6s a eliminagdo das colunas 1,2,3 e 4.

O método de eliminagdo de Gauss possui uma caracteristica designada fill-in, que
consiste no facto de alguns elementos da matriz dos coeficientes que inicialmente eram nulos
deixarem de o ser, devido as operagdes que sdo efectuadas na fase de eliminagdo. Este facto

faz com que seja necessdrio prever €spago de armazenamento para os elementos que
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inicialmente sdo diferentes de zero € para os elementos que durante a fase de eliminagdo
deixam de ser nulos. Quando a matriz dos coeficientes ndo apresenta um padrio de
esparsidade adequado, revela-se fundamental efectuar trocas de linhas e colunas com o
objectivo de conseguir uma disposi¢do dos seus elementos que ndo conduza a demasiado
Jill-in. No caso da matriz Hessiana, foi possivel obter uma conveniente disposi¢do dos termos
ndo nulos por intermédio da selec¢do da ordem pela qual os diversos tipos de varidveis
figuram no Lagrangeano (4.3). Nestas circunstincias e de acordo com (4.8), obtém-se uma
matriz Hessiana, cujo padrdo de esparsidade se encontra exemplificado na Figura 4.2. Nas
Figuras 4.3 a 4.5 encontra-se a evolugdo que este padrio de esparsidade apresenta nas
sucessivas fases correspondentes a eliminag@o de Gauss da matriz Hessiana. Em relagfo a este

conjunto de figuras sdo em seguida apresentadas algumas observagdes.

A matriz Hessiana inicial € simétrica, bem como a submatriz que durante a eliminagio
de Gauss ainda possui termos ndo nulos abaixo da diagonal. Por este motivo nunca é
necessdrio armazenar elementos que ndo pertencam ao tridngulo superior. Atendendo ao
padriio de esparsidade final apresentado na Figura 4.5, a matriz Hessiana é armazenada do
seguinte modo: ‘

- as submatrizes H,, (mxm), H, (mxm) e H,, (mxm) sdo armazenadas em trés

vectores, possuindo cada um deles m componentes;

- da submatriz H,; (mxn) sdo armazenados apenas os termos que na matriz
Hessiana inicial sdo ndo nulos. Esta submatriz apresenta na quase totalidade dos
casos uma elevada esparsidade, que se mantém durante a eliminagdo de Gauss
devido ao facto de H,; ndo apresentar fill-in. O padrdo de esparsidade de H,; nas
Figuras 4.2 a 4.5 constitui apenas um exemplo;

- da submatriz (n + /) x (n + I) que inclui H;;, Hy,, Hy; € Hy, apenas é armazenado
o tridngulo superior, cujo nimero de elementos é (n + I) x (n + I + 1)/2. Na
generalidade dos casos, a quantidade de memoria necessaria para armazenar esta
matriz triangular é de ordem de grandeza superior & correspondente as restantes

submatrizes da Hessiana.

O tempo de CPU correspondente a cada uma das fases indicadas nas Figuras 4.2 a 4.5
depende essencialmente das caracteristicas das submatrizes € do tipo de armazenamento
associado a cada uma delas. O numero de termos ndo nulos, o padrdo de esparsidade ¢ o fill-in
tém uma influéncia nos tempos de resolugdo que é muito dificil de quantificar. Por esse
motivo, nas consideragdes que se seguem ¢é apenas efectuada uma breve referéncia as
diferentes ordens de grandeza dos tempos de CPU relativos a cada uma das fases:
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- a eliminagdo dos elementos da submatriz H,, (ver Figura 4.3) é efectuada
recorrendo a operagdes simples sobre os vectores em que se encontram
armazenadas as submatrizes H,,, H,, € H,,. Esta fase apenas apresenta fill-in nos
elementos da diagonal de H,,. O tempo de CPU associado a eliminagdo da coluna
1 ndo ¢ significativo quando comparado com o correspondente 4 eliminagéo das

colunas 3 e 4 (ver Figura 4.5);

- a eliminagfo dos elementos da submatriz Hj, (ver Figura 4.4) apenas apresenta
fill-in na submatriz H,;. Por esse motivo, as operagdes efectuadas apenas
envolvem os termos ndo nulos de Hy, € H,;. Como nesta fase H,, é uma matriz
diagonal e na generalidade dos casos Hj; € muito esparsa, o tempo de CPU

associado & eliminag#o da coluna 2 é também pouco significativo;

- a eliminagfio dos elementos que se situam abaixo da diagonal nas colunas 3 ¢ 4
(ver Figura 4.5) ¢ efectuada sem ter em consideragdo a eventual presenga de
clementos nulos na matriz triangular superior. O padrio de esparsidade
apresentado pelas submatrizes Hi; e Hi, varia muito com o tipo de problema.
Muitos dos elementos de Hj, que inicialmente eram nulos deixam de o ser devido
ao fill-in que ocorre durante a eliminagdo de Hi,. Por todos estes motivos a
eliminagdo das colunas 3 e 4 é efectuada sem atender a uma eventual esparsidade,
mas considerando a simetria. O tempo de CPU associado a esta fase revela-se
assim claramente predominante na quase totalidade dos problemas.

Quando o método de eliminagdo de Gauss é aplicado a resolugdo de um sistema de
equagdes cuja matriz dos coeficientes ndo ¢ positiva definida, podem surgir elementos nulos
na respectiva diagonal. Se a ordenagdo das linhas da matriz ndo for alterada, a presenga destes
elementos nulos conduz a uma divisdo por zero, ficando assim comprometida a obtengdo da
solugdo do sistema de equagdes. Se na diagonal aparecerem elementos com um valor absoluto
demasiado pequeno (e.g. |a,.,.| <107®), o sistema de equagdes pode ser resolvido mas apresenta
uma solugdo pouco precisa. No caso da matriz Hessiana (4.8) ¢ possivel evitar o aparecimento
de elementos nulos em Hj, e Hy,, substituindo por € (e.g. 10™*) as componentes de s e ):g

cujo valor absoluto for inferior a €. Nestas circunstincias, a eliminagfo da coluna 1 coloca
valores ndo nulos na diagonal de Hy,. Na submatriz Hi; podem aparecer elementos nulos na
diagonal, apesar de se verificar que durante a eliminagdo de H;, sdo adicionados alguns
valores ndo nulos a diagonal de Hi;. No caso da submatriz H,,, sdo adicionados alguns
valores ndo nulos a respectiva diagonal durante a eliminagdo de H,;. Os motivos apresentados
justificam o facto de raramente aparecerem elementos nulos na diagonal da matriz Hessiana

em circunstincias que originem uma divisdo por zero. Nos restantes casos a divisdo por zero
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pode ser evitada recorrendo a uma troca de linhas na matriz dos coeficientes. Esta troca de
linhas deve ser acompanhada de uma troca de colunas para evitar a destrui¢io da simetria da
matriz Hessiana. Nestas circunstdncias deve ser procurado entre os elementos situados na
diagonal abaixo do elemento nulo aquele que apresenta um maior valor absoluto. A referida
troca de linhas e colunas faz com que este elemento ocupe o lugar do elemento nulo. Esta
operagdo € designada pivotagem diagonal e deve considerar como nulos os elementos que
apresentarem um valor absoluto demasiado pequeno.

Em raras situagdes pode acontecer que todos os elementos da diagonal abaixo do
elemento nulo sejam também nulos. Nestes casos, a matriz Hessiana pode ser ndo singular € a
pivotagem diagonal ndo resolve o problema da divisdio por zero. A seguinte matriz constitui
um exemplo relativo a esta situagdo particular

0111
1 011
110 1 (4.44)
1110

Estas raras situagdes podem ser ultrapassadas passando a considerar a matriz dos
coeficientes como ndo simétrica e efectuando a classica pivotagem parcial [Bur93]. E também
possivel contornar o problema substituindo o método de elimina¢éo de Gauss pelo método

iterativo que serd adiante apresentado.

Nesta sec¢do foram apresentadas algumas estratégias destinadas a aumentar a
eficiéncia do algoritmo e a economizar memoéria durante a resolugdo do sistema de equagdes
lineares. Convém contudo realgar que o algoritmo desenvolvido continua a apresentar uma
generalidade que permite abordar a resolugio de qualquer programa matemético do tipo (4.2).

4.4.2 - Método iterativo

No algoritmo de optimizagdo apresentado neste capitulo, a resolugdo do sistema de
equagdes lineares (4.42) pode ser efectuada recorrendo ao método dos gradientes conjugados.
Este método esta presente no algoritmo como uma alternativa a elimina¢do de Gauss referida
na sec¢fo anterior. A selec¢do do método directo ou do iterativo constitui uma opgio que é da

responsabilidade do utilizador.
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O método dos gradientes conjugados foi desenvolvido em 1952 por Hestenes e Stiefel
[Hes52]. Os fundamentos do método e do algoritmo que foi utilizado na resolugdo do sistema
de equagdes (4.42) encontram-se em [Lue84]. Este sistema de equagdes serd de aqui em diante
referido na versdo (4.43), correspondendo a matriz 4 a Hessiana (4.8) e o vector b ao
simétrico do gradiente do Lagrangeano (4.3). O método dos gradientes conjugados requer que
a matriz 4 seja simétrica, sendo desejavel que ela seja também positiva definida. Quando a

matriz A é indefinida, o método dos gradientes conjugados continua a poder ser aplicado, mas

apresenta o inconveniente de estar sujeito a ocorréncia de divisdes por zero ou por valores
demasiado pequenos [Lue69]. Nestes casos, a eficiéncia ou mesmo o sucesso da resolugdo do
sistema de equagdes podem ser gravemente comprometidos. Uma vez que a matriz Hessiana ¢
na generalidade dos casos indefinida, € conveniente recorrer a seguinte transformagdo do
sistema de equagdes (4.43)

AT Ax=4"b (4.45)

A matriz dos coeficientes deste sistema de equagdes (AT A) ¢ simétrica e positiva

definida, possibilitando assim uma utilizagio mais robusta do método dos gradientes
conjugados. A transformagdo de (4.43) em (4.45) apresenta no entanto o inconveniente de o
coeficiente de estabilidade (condition number) da matriz A7 A ser o quadrado do

correspondente & matriz 4 [Aro89]. Este facto faz com que o nimero de iteragdes que €

necessario efectuar para obter a solugdo de (4.45) seja significativamente superior ao

correspondente a um sistema de equagdes cuja matriz dos coeficientes apresente um
coeficiente de estabilidade da ordem de grandeza do de 4.

O método dos gradientes conjugados torna-se mais eficiente se for efectuada uma
transformacdo designada pré-condicionamento, que tem como objectivo uma diminui¢do do
coeficiente de estabilidade da matriz dos coeficientes. No caso do sistema de equagdes (4.45)
e pelos motivos atrés referidos, a realizagdo do pré-condicionamento revela-se particularmente
importante. Multiplicando ambos os membros de (4.45) por g T ¢ inserindo CC™', obtém-se

~ o~

o seguinte sistema de equagdes

(4.46)

H b;l

Uy
i

1

em que

A=cTAT4cC (4.47)
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%= g“ X (4.48)

b=C"A" b (4.49)

A matriz de pré-condicionamento C ¢é quadrada, invertivel e destina-se a tornar o

sistema de equagdes bem condicionado. No presente trabalho, o pré-condicionamento é
efectuado com a seguinte matriz diagonal [Fri70].

-1/72
C, = [D,.,.(,}T A)] (4.50)°

Em (4.50), D(AT A) ¢ uma matriz diagonal, cujos elementos D, sdo os elementos da

diagonal de A7 4. Considerando um vector auxiliar S definido do seguinte modo

S; = norma da coluna i da matriz 4 4.51)
verifica-se facilmente que
D,.,.(AT A) = S? (4.52)

Uma vez que a matriz 4 ¢ simétrica, as componentes de S também correspondem as
normas das linhas de 4. Substituindo (4.52) em (4.50) obtém-se uma expressdo para C; que

permite efectuar facilmente o seu calculo a partir dos elementos de 4.

Ci= Si—l (4.53)

Deste modo o pré-condicionamento pode ser realizado sem ser necessério efectuar o
calculo de AT 4. O célculo da matriz C recorrendo a (4.51) e (4.53) revela-se particularmente

eficiente quando a matriz 4 é esparsa e o armazenamento dos respectivos termos nio nulos é

efectuado por linhas ou por colunas. E ébvio que este tipo de pré-condicionamento nio pode
ser efectuado se em A existir uma linha/coluna com todos os elementos nulos. Uma vez que a

matriz C s6 apresenta termos ndo nulos na diagonal, o seu armazenamento pode ser efectuado

num vector, com um nimero de componentes igual ao nimero de linhas de C.
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Iy

Na Figura 4.6 encontra-se o algoritmo correspondente a resolugdo de (4.46) pelo
método dos gradientes conjugados. Uma vez que € considerada uma solugdo inicial x; nula, o

calculo do residuo inicial na fase C) ¢ efectuado com a seguinte expressao

r0=z

1R

-5 = -F = =CT4TS @39

- As operagdes correspondentes ao calculo de b com a expressdo (4.49) devem ser
efectuadas da direita para a esquerda, i.e., deve ser efectuado em primeiro lugar o produto
matriz-vector A7 b. O vector resultante é em seguida multiplicado pelo vector em que estd

armazenada a diagonal da matriz C. Na fase I) é calculado o vector auxiliar w, recorrendo a

seguinte expressdo em que A se encontra substituido por (4.47).

_T 4 T 4T
=4 d,=CT4TAC, (459

Nesta expressdo os quatro produtos devem também ser efectuados da direita para a
esquerda, de modo a constituirem dois produtos matriz-vector e dois produtos entre vectores.
Assim ¢ de novo evitado o volumoso célculo de AT A. Na fase M) ¢ calculada a solugdo do

sistema de equagdes original, recorrendo a transformagdo inversa de (4.48). As restantes fases
do algoritmo da Figura 4.6 apenas envolvem operagdes triviais com vectores € com escalares.
Na generalidade dos casos, estas operagdes sdo menos exigentes do ponto de vista

computacional do que as correspondentes a fase I).

O algoritmo da Figura 4.6 apresenta uma estrutura semelhante & do algoritmo de
optimizagdo da Figura 3.1, correspondendo a direcgdo d & variagdo da solugdo Ax. Esta
analogia é devida ao facto de a resolugio de um sistema de equagdes lineares pelo método dos

gradientes conjugados corresponder & minimizagéo de uma fungdo quadratica [Lue84].

Uma vez que no algoritmo da Figura 4.6 as tnicas operagdes que envolvem a matriz
simétrica A sdo produtos matriz-vector, € suficiente armazenar 0s elementos ndo nulos do

respectivo tringulo superior. Verifica-se ainda que a disposigdo destes elementos na matriz 4

é irrelevante, porque quando € utilizado o método dos gradientes conjugados ndo existe fill-in.

No sistema de equagdes lineares relativo a cada iteragdo do método de Newton, a matriz dos
coeficientes A corresponde a matriz Hessiana (4.8). Uma vez que na generalidade dos casos

esta matriz é muito esparsa (ver Figura 4.2), 0 método dos gradientes conjugados apresenta

em relagio aos métodos directos significativas vantagens no consumo de memoria.
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q-1
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de equagdes?
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L)irg < rg1+ 05w

!
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Solugdo:x — C x4
(nimero de iteragdes =¢)

Nota: na primeira iteragdo (g = 1) ¢ executada a instrugo G).

M)

Figura 4.6 - Algoritmo correspondente ao método dos gradientes conjugados com pré-condicionamento.
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O tempo de CPU relativo & resolu¢do de um sistema de equagdes lineares pelo método
dos gradientes conjugados depende essencialmente do nimero de iteragdes ¢ do tempo de
CPU associado a cada produto matriz-vector [Aze90]. O numero de iteragdes é dificil de
estimar antecipadamente porque depende do coeficiente de estabilidade e do numero de
valores proprios distintos da matriz dos coeficientes [Fri70]. Quando o numero de equagdes ¢
muito elevado, a acumulagdo de erros de arredondamento contribui também para um aumento
do numero de iteragdes. O tempo de CPU correspondente a um produto matriz-vector depende
essencialmente do nimero de termos ndo nulos da matriz Hessiana. Uma vez que na
generalidade dos casos a quantificagdo de todos estes parametros é dificil de concretizar,
revela-se fundamental testar os véarios métodos disponiveis com diferentes tipos de problemas.
No Capitulo 6 sio apresentadas algumas conclusdes de um estudo deste tipo. Pode no entanto
adiantar-se que na resolugdo de (4.7) o método dos gradientes conjugados necessita quase
sempre de um nimero muito elevado de iteragdes e, consequentemente, de um tempo de CPU
elevado, ficando assim em clara desvantagem relativamente ao método de eliminagdo de
Gauss. O método dos gradientes conjugados apresenta uma caracteristica, que em certas
situagdes é muito 1itil e que consiste no facto de ser capaz de calcular uma das solugdes de um
sistema de equagdes indeterminado. Quando se utiliza um método directo, a ocorréncia de
uma matriz Hessiana singular impede a resolugdo do problema de optimizagéo pelo método de
Newton.

4.5 - PESQUISA UNIDIMENSIONAL

Na fase F) do algoritmo da Figura 3.1 ¢ efectuado o célculo de um parametro (ocq) que

modifica a grandeza do vector Ax? . Nas consideragdes que se seguem o parametro ol é

designado apenas a. Esta fase, que é genericamente designada pesquisa unidimensional (line
search), tem como objectivo a minimiza¢do do erro na direcgdo Ax?. Quando o método de

Newton ¢ utilizado na resolugdo de um problema de optimizagdo com restrigdes, o erro E que
se pretende minimizar na direcgdo Ax? corresponde 4 norma do gradiente do Lagrangeano

(ver secgdo 4.1).

(4.56)

Min. E(a) =HVL({("“+0L A_:Y")
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No problema de minimizagdo (4.56), X% ¢ AX? sio considerados constantes.

Nestas circunstincias, a minimizagdo de E (oc) constitui um problema com uma sé variavel,
sendo possivel efectuar a sua resolugdo com um dos métodos que foram apresentados na
sec¢do 3.1. No presente trabalho € utilizado o método das bissecgdes sucessivas (ver secgdo
3.1.2), seguido de uma aproximagdo polinomial do segundo grau (ver secgdo 3.1.1). O calculo
das derivadas dE / do. que sdo utilizadas no método das bissecgdes sucessivas é efectuado por
diferengas finitas. O intervalo a partir do qual sdo iniciadas as bissec¢des sucessivas ¢, na

generalidade dos casos, o seguinte
[mins Cmax ] =[107,1] 4.57)

Uma vez que a adopgdo de um valor de a nulo tem como consequéncia a manutengio
da solugdo corrente X77', é sugerido um valor minimo de 10, Quando o método de Newton

¢ aplicado & minimizag¢do de uma fungfio quadratica o valor de o deve ser unitirio [Van84].
Na generalidade dos problemas, verifica-se que durante o processo iterativo os valores de o
que minimizam o erro (4.56) sdo inferiores & unidade. Numa vizinhanga da solugio dptima a
aproximacdo quadratica considerada passa a ser muito rigorosa e nessas circunstincias o valor
de a deve ser unitario. Uma vez que se considera que a direcgdo Ax? estd sempre orientada

para a solugdo 6ptima, ndo sdo admitidos valores de o negativos. Com base na experiéncia
adquirida na resolugdo de inimeros problemas de optimizagéo, ¢ possivel afirmar que o valor
ideal de o raramente é superior & unidade e que nas primeiras 5 a 10 iteragdes o limite
superior do intervalo (e, ) deve ser inferior a 0.5. Esta diminuigio de O . destina-se a

impedir a divergéncia do método de Newton nas primeiras iteragdes.

Antes de iniciar as bissec¢des sucessivas ¢ fundamental verificar se a fungdo E(a) ¢
convexa no intervalo [0y, Gy |- Esta verificagdo é simplificadamente efectuada recorrendo
a analise do sinal de E'(a,;,) e E'(ct,,,). No Quadro 4.2 encontram-se as diferentes

situagdes que sdo consideradas e, em cada caso, a decisdo relativa & minimizagio de E(a).

Nas raras situagdes em que a fungdo E(a) se apresenta muito irregular o diagnéstico
indicado no Quadro 4.2 pode conduzir a conclusdes erradas. Nesses casos a amplitude do
intervalo [0, Omax | deve ser diminuida.
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Quadro 4.2 - Diagnéstico simplificado do tipo de fungéo E(a).
E (a‘min) E (amax) Tipo de fungdo Valor de o adoptado
0 0 Constante L nax
- - Linear decrescente O nax
+ + Linear crescente O in
+ - Concava O yin OU O rax 1)
- + Convexa Resultado da minimizagdo de E(ct) | 2)

1)Se E (amin) <E (amax) ¢ adoptado o ;, sendo é adoptado o, -
2) E efectuado um reduzido nimero de bissecgdes sucessivas seguidas de uma aproximag#o polinomial do

segundo grau.

Na generalidade dos casos, o tempo de CPU relativo a pesquisa unidimensional ¢
muito inferior ao que é despendido no calculo de Ax?. Por este motivo, na fase

correspondente ao célculo de of & considerada mais importante a robustez do método
utilizado do que a sua eficiéncia. Foi também experimentalmente verificado que ndo ha
necessidade de resolver o problema (4.56) com uma precisdo muito elevada, porque o método

de Newton consegue corrigir eventuais erros associados a esta fase.

4.6 - INTERRUPCAO DO PROCESSO ITERATIVO

O processo iterativo correspondente & resolugdo de problemas de optimizagdo pelo
método de Newton (ver Figura 3.1) deve ser interrompido quando for alcangado um niimero
méximo de iterages, quando deixar de haver uma progressﬁo significativa em direcgdo a
solugdo optima ou quando for satisfeito o critério de convergéncia (4.10). Destas trés
situages, s6 a Gltima € que indica que o processo iterativo foi bem sucedido e que a solugéo
final pode ser a solugdo optima pretendida. A verificagdo da condigdo (4.10) ndo ¢ suficiente
para garantir a qualidade da solugdo obtida, porque também ¢ verificada em minimos locais e
em pontos que ndo satisfazem as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker (ver Capitulo 2). Nestes

casos 0 processo iterativo deve ser repetido com outra solugdo inicial.
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Uma vez que o método de Newton apresenta convergéncia quadrdtica, o valor do
pardmetro € em (4.10) pode ser muito pequeno. No presente trabalho foi quase sempre
atribuido a € o valor 10™. Se forem utilizadas as técnicas de scaling referidas na secgdo 4.3,
obtém-se uma solug@o final com cerca de cinco algarismos significativos correctos. Na
resolugdo de problemas de optimizagdo pelo método de Newton é muito frequente a obtengéo
de solugdes as quais corresponde um valor de € inferior a 1077, Nestes casos a solugdo
apresenta cerca de sete algarismos significativos correctos. No Capitulo 6 ¢ apresentada uma
comparagdo entre a solugdo exacta e a solugdo numérica de um problema de optimizagdo,
tendo em vista o relacionamento entre o valor de € e 0 nimero de algarismos significativos

correctos na solugdo final.

Para obter solugGes de elevada precisdo nos casos em que € utilizado o método directo
na resolu¢do do sistema de equagdes lineares (4.7), € necessario acrescentar ao algoritmo de
optimizagdo a técnica que € em seguida apresentada. Atendendo as caracteristicas iniciais da
matriz Hessiana (4.8) e ao resultado da eliminagéio de Gauss da submatriz H,, (ver Figuras
4.2 e 4.3), verifica-se que na diagonal de H,, ¢ H,, surgem valores nulos quando as
correspondentes componentes de s; e A8 forem nulas. Uma vez que na eliminagdo de Gauss
sem pivotagem ndo podem existir elementos nulos na diagonal, a presenga de componentes de
s e A% nulas pode impedir a resolugdo do sistema de equagdes lineares. Se em vez de valores

nulos estiverem presentes na diagonal valores muito pequenos, a solu¢do do sistema de
equagdes lineares pode apresentar um erro inaceitivel. Verifica-se também que para satisfazer
as equagdes ndo lineares (4.5 a) € necessario que pelo menos metade das componentes de s e

A% sejam nulas. O algoritmo relativo ao método de Newton apresenta logo nas primeiras
iteracdes uma grande tendéncia para tornar algumas componentes de s e A* muito pequenas.

Uma vez que na eliminagdo de H,, e H,, ndo ¢ efectuada pivotagem com o objectivo de
evitar o fill-in, revela-se fundamental impedir que durante o processo iterativo as componentes
de s e A% adoptem valores absolutos inferiores a um pardmetro € y. Com base na experiéncia

acumulada na resolugdo de diversos problemas, sugere-se para este pardmetro um valor de
107 2 10™*. Uma vez que ao impedir que as variaveis adoptem valores absolutos inferiores a
€ y se estd a introduzir um erro na solugéo, é necessario que na ultima iteragdo esta restrigdo
seja eliminada. Também com base na experiéncia, considera-se que a dltima iteragdio vai ser
efectuada se em trés iteragGes consecutivas o erro for inferior a um pardmetro €;. Para ¢,
sugere-se um valor entre 1072 e 1072. Depois de efectuadas as trés referidas iteragdes, as
varidveis que adoptam valores muito pequenos deixam de ser substituidas por ¢, e, na
generalidade dos casos, ocorre um grande decréscimo do erro.
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Na Figura 4.7 esta representada a evolugdo do erro durante 0 processo iterativo
correspondente & resolugdo de um problema de optimizagdo pelo método de Newton. Apos a
ocorréncia de trés iteragdes consecutivas com um €rro inferior a 1073, as variaveis com valores
pequenos deixam de ser substituidas por 107 e na ultima iteragdo o erro decresce cerca de
100 000 vezes. Neste problema foi possivel obter uma solugdo final 4 qual corresponde uma
norma do gradiente do Lagrangeano (4.10) proxima de 10~°. Nos raros casos em que O
processo iterativo néo apresenta este tipo de comportamento, nas ultimas iteragdes a resolugdo
do sistema de equagdes lineares (4.7) deve ser efectuada recorrendo ao método dos gradientes
conjugados. Deste modo, mesmo que a matriz Hessiana se torne singular, é possivel continuar

a avangar para a solugdo éptima.

Erro
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Fig. 4.7 - Evolugdo do erro durante o processo iterativo
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4.7 - OBSERVACOES FINAIS

A utilizagdo do método de Newton na resolugio de problemas de optimizagdo &
desaconselhada por alguns autores, devido ao facto de apresentar significativas desvantagens
relativamente a outros métodos. Em [Aro89] sdo apresentados como graves inconvenientes a
necessidade de calcular e armazenar segundas derivadas, a resolugio em cada iteracdo de um
sistema com um elevado niimero de equagdes lineares e o facto de ndo ser possivel resolver o
problema se numa das iteragdes a matriz Hessiana for singular. Em [Gil81] é referido que a
aproximagdo quadratica s6 € rigorosa numa vizinhanga da solugfo corrente, ficando assim o
sucesso da aplicagdo do método de Newton dependente da selecgdo de uma solugédo inicial
suficientemente préxima da solugdo final. Numa fase preliminar do presente trabalho foi
confirmada a existéncia destas desvantagens. No entanto, com a utilizagio das diversas
técnicas que foram apresentadas no presente capitulo, foi possivel atenuar ou mesmo
ultrapassar os inconvenientes que habitualmente sdo associados a0 método de Newton. Torna-
se assim possivel beneficiar da sua principal qualidade que consiste na convergéncia
quadratica. No Capitulo 6 sdo apresentados diversos problemas de optimiza¢io com um
elevado niimero de varidveis e restrigdes. A resolugdo destes problemas permitiu constatar que
o método de Newton pode ser utilizado com eficiéncia e versatilidade.
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PROGRAMA DE CALCULO AUTOMATICO

No ambito do presente trabalho foi desenvolvido um programa de computador
destinado a resolugdo de problemas de optimizagdo pelo método de Newton. Este programa
baseia-se no algoritmo descrito no Capitulo 4 e é genericamente designado NEWTOP. Neste
capitulo sdo apresentadas algumas caracteristicas e funcionalidades associadas ao programa de
calculo automético, que nele foram incluidas com o objectivo de facilitar a resolugéo de

diferentes tipos de problemas de optimizagdo.

No desenvolvimento de programas de optimizagZo, a linguagem que ¢ habitualmente
utilizada é o FORTRAN 77 [Aro89] [Van89a] [NAGI1]. As primeiras versdes do programa
NEWTOP foram também escritas em FORTRAN 77, tendo-se nessa altura constatado que as
limitagdes da linguagem iriam dificultar o desenvolvimento do programa no sentido de ele se
tornar versatil, eficiente e facil de utilizar. Com o objectivo de ultrapassar as dificuldades
encontradas, foi efectuada a reconversdo de todo o software para a linguagem ANSI C
[Ker88]. Esta linguagem de programagdo apresenta uma grande versatilidade, encontra-se
standardizada e pode ser utilizada na quase totalidade das plataformas informaticas
actualmente disponiveis. No desenvolvimento do programa NEWTOP, foi possivel tirar
partido das seguintes vantagens que a linguagem C apresenta em relagdo ao FORTRAN 77:

- Gestdo da memoria - ¢ possivel requisitar memoria para os vectores/matrizes ao
nivel de cada subrotina e em seguida liberta-la para que possa vir a ser utilizada
por outros vectores/matrizes. A quantidade' de memoéria que é requisitada pode ser
a estritamente necessaria. Com este tipo de gestdo da meméria, num programa que
disponha de diversos algoritmos alternativos, ¢ possivel em fase de execugdo so
requisitar memoria para OS vectores/matrizes correspondentes ao algoritmo
seleccionado. Existe ainda a vantagem de um s6 programa executdvel poder ser
utilizado em computadores com diferentes quantidades de memoria, tirando

sempre partido de toda a memoria existente.



52 CAPITULO 5

- Manipulagdo de ficheiros - a linguagem C apresenta uma grande versatilidade na
leitura e escrita de ficheiros. Revela-se particularmente importante a possibilidade
de acesso directo a ficheiros com um contetdo heterogéneo.

- Ponteiros - a utilizagdo de ponteiros na manipulagio de vectores e matrizes
[Pre92] apresenta uma grande versatilidade. Esta vantagem revela-se
particularmente importante na manipulagéo de cadeias de caracteres (strings).

Com o objectivo de tornar o programa NEWTOP o mais portatil possivel, foram
evitadas eventuais dependéncias do hardware e do sistema operativo, bem como o recurso a
fung¢des ndo standard. Nos mddulos de visualizagdo grafica foi utilizada a biblioteca X7ib do X
Window System [Nye90]. Uma vez que esta biblioteca raramente se encontra disponivel em
sistemas ndo UNIX, foram desenvolvidas fungdes que simulam o seu comportamento e que
podem ser facilmente adaptadas a qualquer plataforma informatica. Presentemente o programa
NEWTOP e os respectivos modulos de visualizagdo grafica podem ser utilizados em
plataformas UNIX e MSDOS.

Sdo em seguida apresentados alguns aspectos associados a utilizagdo do programa
NEWTOP. A respectiva descri¢do €, sempre que possivel, exemplificada recorrendo a um
problema de optimizagdo estrutural.

5.1 - DESCRICAO DO PROGRAMA MATEMATICO

O programa matematico correspondente ao problema de optimizagdo que se pretende
resolver tem de ser de alguma forma fornecido ao programa de computador. Na secgdo 4.2
foram indicadas algumas técnicas destinadas a realizagdo desta tarefa, sendo em seguida

apresentada com mais pormenor a que ¢é utilizada no programa NEWTOP.

A apresentagio do modo como é descrito um programa matematico e alguns aspectos
com ele relacionados é exemplificada com o seguinte problema de optimizagio estrutural:
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[

- Minimizar o volume de uma viga em consola com as caracteristicas indicadas na

Figura 5.1.
H % 1 2 | i H,
o
—t By
By L Ly L Ly N
K 1 1
v L=1 L Omax =250
| Ly> 01
Ly> 0.1
Bl =1.5 Bz

Py e Py actuam
em alternativa

Nota: com o objectivo de simplificar a formulagdo do problema ndo ¢ considerado o peso proprio.

Figura 5.1 - Problema de minimizagdo do volume de uma viga em consola.

O programa matematico correspondente ao problema da Figura 5.1 encontra-se na
Listagem 5.1. Uma vez que se trata de um problema destinado apenas a exemplificar algumas
caracteristicas do programa NEWTOP, € considerada uma formulagdo em que figuram como

variaveis as seguintes grandezas

i::(ﬂs})z,l'lsLl’LsBlaHl9B2,H2) (5.1)
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Listagem 5.1 - Programa matematico correspondente ao problema indicado na Figura 5.1.

### Main title of the nonlinear program
Optimizacao de uma consola com duas seccoes

Min.
Ll * Bl * H1 + L2 * B2 * H2 ;
s.t.i.c.
Tensao em A: 6 *PL*L *BlL " -1 *Hl *~ -2 - 250 < 0 ;
Tensao em B: 6 * P1 * L2 * B2 * -1 * H2 * -2 - 250 < 0O ;
Tensao em C: 6 * P2 * L * BL ® -2 * H1 * -1 - 250 < 0 ;
Tensao em D: 6 * P2 * L2 * B2 * -2 * H2 * -1 - 250 < O ;
# Side constraints
Ll minimo: - Ll + 0.1 <0 ;
L2 minimo: - L2 + 0.1 <0 ;
s.t.e.c.
Comprimento total: L -1L1 -~ L2 =0 ;
Relacao entre Bl e B2: Bl - 1.5 * B2 = 0 ;
Valor de L: L-7=0;
Valor de P1: Pl - 10 = 0 ;
Valor de P2: P2 - 4 =0 ;

END OF FILE

De acordo com a Listagem 5.1, s@o consideradas restrigdes de tensdo nos pontos 4 € B
quando actua F, e nos pontoé C e D quando actua PB,. As duas restri¢des que impde um valor
minimo de 0.1 para L; e L, destinam-se a impedir a convergéncia do processo iterativo para
solugdes com L; ou L, nulo. Verificou-se que este tipo de solugdes correspondem a minimos
locais com um volume superior ao minimo global.

Na listagem 5.1 estdo também presentes diversas restrigdes igualdade. A primeira
relaciona os comprimentos dos dois tramos L; ¢ L, com o comprimento total L. A segunda
restri¢io constitui uma exigéncia de proporcionalidade entre as variaveis B, e B,. Esta
restricdo igualdade € a Uinica que pode ser omitida sem comprometer o significado fisico do
problema. As restantes restricbes igualdade apenas se destinam a fixar os valores de L, P, e
P,. Neste problema de optimizagdo seria muito simples substituir as cinco restri¢des
igualdade nas restantes fun¢des do programa matematico, porque € possivel transforma-las de
modo a explicitar cinco variaveis distintas. Esta operagdo ndo foi efectuada, porque neste
capitulo apenas se pretende exemplificar alguns aspectos relacionados com a utilizagio do
programa NEWTOP na resolugdo de problemas de optimizagdo genéricos.

No ficheiro de dados cujo contetido se encontra na Listagem 5.1 € possivel identificar

os seguintes componentes:
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- Comentdrios opcionais - todos os caracteres que se encontram apos "#";
- Titulo geral do problema
- Palavras chave

- Min. - minimize - minimizar - precede a fung&o objectivo

- s.t.i.c. - subject to inequality constraints - sujeito a restrigdes
desigualdade - precede as restrigdes desigualdade

- s.t.e.c. - subject to equality constraints - sujeito a restri¢des igualdade
- precede as restri¢des igualdade

- END OF_FILE - fim do ficheiro;
- Titulos das restri¢des - precedem cada restrigdo e terminam com o caracter “ : ”’;
- Fungdes (cada fungdo pode ocupar mais do que uma linha)

fungdo objectivo - termina apenas com “5 7
restri¢des desigualdade - terminam com “<0,;”

restri¢des igualdade - terminam com “=0;”

As diversas fungfes que figuram no programa matematico tém de ser do tipo (4.11)
(ver secgdo 4.2). No ficheiro de dados do programa NEWTOP, cada termo tem de estar de

acordo com a seguinte sintaxe

[+1-] (] P [a] [~ aa] (2] [ @] - (52)

Em (5.2) o coeficiente ¢, pode ser um nimero real qualquer e os expoentes a, tém de
ser numeros inteiros sem restrigdo de sinal. As variaveis devem ser atribuidos nomes
sugestivos iniciados por uma letra. O sinal que precede o termo s6 € opcional se se tratar do
primeiro termo da fungéo. Se algum c, ou a,; for omitido admite-se que o seu valor ¢ unitario.
Os termos que apresentarem um valor de ¢, nulo sdo ignorados, bem como as variaveis com
um valor de a, nulo. Apresentam-s¢ c¢m seguida alguns exemplos de termos de fungdes
destinados a esclarecer a sintaxe expressa em (5.2) e as observagdes efectuadas. E também

indicado o modo como o termo ¢ interpretado pelo programa NEWTOP.
- -5.7 _— 5.7 (5.3a)

x1 — X, : (5.3b)
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-x1 _— -x, (5.3¢)
5.7 * x1 _ 5.7 x, (5.3d)
-5.7*x17-3 — -5.7 x;° (5.3¢)
+-57*x17-3*x2 _ =57 x7 x, (5.39)
. 57*B26"-3*BETA"2 —> 5.7 B;2 B? (5.3g)
-57*d 5 9* Tmax "0 — -5.7 dy, (5.3h)
- +00*a*b —_— 0.0 (5.31)

O modulo do programa NEWTOP que procede a leitura e interpretagdio de um
programa matemdtico do tipo indicado na Listagem 5.1 efectua uma valida¢do exaustiva de
toda a informagédo fornecida. Se for encontrado algum erro € assinalada a linha em que ele se
encontra e € apresentada uma breve descri¢do da anomalia.

5.2 - CALCULO DO VALOR INICIAL DAS VARIAVEIS DEPENDENTES

Na generalidade dos casos, verifica-se que o método de Newton apresenta uma maior
robustez quando a solugfo inicial é admissivel. E também desejavel que nenhuma restrigdo
desigualdade se encontre activa no ponto correspondente & solugdo inicial. Atendendo ao
significado fisico do problema, ¢ em geral simples seleccionar uma solugdo inicial que
verifique com alguma folga a totalidade das restri¢des desigualdade. Nos problemas de
optimizagdo estrutural ¢ habitual iniciar o processo iterativo com uma solugdo suficientemente
sobredimensionada, de modo que todas as restrigdes de tensdo e de deslocamento sejam
verificadas. Para que a solu¢do inicial seja admissivel € ainda necessirio que todas as
restrigdes igualdade sejam rigorosamente verificadas. Em muitas situagdes, para se conseguir
uma solug¢do inicial com estas caracteristicas é necessdrio efectuar alguns calculos
preliminares recorrendo a outros programas de computador, que podem eventualmente nio
estar disponiveis. Para evitar estes inconvenientes, foram incluidos no programa NEWTOP
um conjunto de procedimentos que efectuam alteragdes na solugdo inicial fornecida de modo

que as restrigdes igualdade passem a ser respeitadas.

Num problema de optimizagfio com » variaveis de projecto, m restricSes desigualdade
e [ restri¢des igualdade, o conjunto das variaveis de projecto deve ser considerado dividido em
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dois subconjuntos. Esta separa¢do baseia-se no facto de ser em geral possivel recorrer as /
restrigdes igualdade para calcular o valor de igual niimero de variaveis, depois de serem
fixados os valores das restantes n - [ variaveis. O conjunto das restrigdes igualdade constitui
assim um sistema de / equacdes ndo lineares com / incognitas. Por este motivo, as n - /
variaveis cujo valor inicial € arbitrariamente fixado sdo designadas varidveis independentes.
As restantes  variaveis deve ser atribuido um valor inicial que resulta da resolugdo do referido
sistemas de equagdes, sendo por esse motivo designadas varidveis dependentes. A selecgdo
das n - | variaveis que sdo consideradas independentes depende do tipo de problema e do
significado fisico das varidveis. No caso da optimizagdo de estruturas com comportamento
linear, sugere-se que sejam consideradas como variaveis dependentes as reacgdes de apoio e
os deslocamentos dos nos, porque é possivel formular igual ntimero de equagdes de equilibrio,
que figuram no programa matematico como restri¢des igualdade (ver Capitulo 6). Em
problemas mais genéricos a selecgdo das variaveis dependentes deve ser efectuada de modo
que seja possivel obter a solugdo do sistema de ! equagdes ndo lineares e / incognitas
constituido pelas restri¢des igualdade. No programa NEWTOP este sistema de equagdes ¢
resolvido pelo método de Newton, apos a substitui¢io das variaveis independentes pelos
valores que figuram na solugdo inicial. Esta aplicagdo do método de Newton para calcular os
valores iniciais das variaveis dependentes ¢ muito semelhante 2 resolugdo do sistema de
equagdes que resulta do anulamento do gradiente do Lagrangeano (ver Capitulo 4).

No problema de optimizagdo apresentado na secgdo 5.1 (ver Listagem 5.1) figuram
nove variaveis (n = 9) e cinco restri¢des igualdade (/ = 5). Foram consideradas independentes

as seguintes n - [ varidveis as quais foram atribuidos os seguintes valores iniciais

L,=35 (5.42)
H =15 (5.4b)
B,=0.6 ' (5.4c)
H,=12 (5.4d)

Substituindo estes valores nas restri¢des igualdade, obtém-se o seguinte sistema de

cinco equagdes, que neste exemplo simples sdo lineares
L-35-1,=0 (5.5a)
B, -09=0 (5.5b)

L-7=0 (5.5¢)
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P-10=0 (5.5d)
P -4=0 (5.5€)

Da resolugdo deste sistema de equagdes resultam os seguintes valores iniciais das

varidveis dependentes

P,=10.0 (5.6a)
P,=4.0 (5.6b)
L,=35 (5.6¢)
L=7.0 (5.6d)
B, =09 (5.6€)

Os valores indicados em (5.4) e (5.6) constituem assim uma solugdo inicial admissivel,
porque se verifica que, além das restri¢des igualdade, as restri¢Ses desigualdade indicadas na
Listagem 5.1 sdo também respeitadas.

A resolugdo do sistema de / equagdes (5.5) pelo método de Newton requer uma
solugdo inicial para as / varidveis presentes. Se as equagdes forem todas lineares, a solugdo
inicial pode ser nula, sendo o sistema resolvido com uma unica iteragdo. Se estiverem
presentes equagdes ndo lineares, deve ser fornecida uma solugdo inicial ndo nula e com
valores de ordem de grandeza compativel com o significado fisico das variaveis. Nestes casos
torna-se em geral necessario efectuar mais do que uma iteragdo para se obter uma solugio
inicial que respeite as restrigGes igualdade. Se este processo iterativo preliminar nio for bem
sucedido, ¢ sempre possivel tentar resolver o problema de optimizagdo com uma solugio

inicial ndo admissivel.

5.3 - PRE-SUBSTITUICAO DE VARIAVEIS

Quando a uma restrigdo igualdade corresponde uma expressdo simples em que uma
das varidveis pode ser explicitada, é possivel e vantajoso efectuar a substitui¢do dessa variavel
nas restantes fungdes do programa matemdtico. Apos esta operagdo, a restrigdo igualdade
pode ser suprimida e o problema de optimizagdo passa a ter menos uma varidvel. Esta redugdo
do numero de restrigdes igualdade e do niimero de varidveis permite na generalidade dos
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casos obter mais rapidamente a solugdo do programa matematico e conduz a uma economia de
memoria.

Atendendo ao tipo de fungdes que sdo manipuladas pelo programa NEWTOP (ver
secgdo 4.2), é possivel efectuar a pré-substituigdo dos seguintes tipos de expressdes sem correr
o risco de aumentar significativamente o volume de informagdo associado ao programa

matematico
X. =C (5 7)

xj =C X (58)

Em (5.7) e (5.8) ¢ € uma constante real com um valor fixo e predefinido. As restri¢des
igualdade deste tipo podem ser suprimidas apds a substituigdo de x; ¢ x; em todas as fungdes

que constituem o programa matematico. Apresenta-se em seguida um exemplo destinado a

esclarecer as diversas operagdes associadas a pré-substituigdo de varidveis.
Substituir
X, =2X; 5.9
no seguinte termo de uma das fungdes que constituem o programa matematico
et 40 X2 x5+ (5.10)
Ap6s a substituigdo o termo (5.10) passa a ser o seguinte
323 57 x5+ (5.11)

Para que o calculo de derivadas venha a ser correctamente efectuado, é necessario

proceder a simplificagdo do termo (5.11), resultando

32557 X+ (5.12)

As operacdes relativas a pré-substituigdo de (5.9) em (5.10) e as simplificagdes que
conduzem a (5.12) sdo efectuadas pelo programa NEWTOP de um modo muito eficiente. E
no entanto necessario assinalar quais sdo as restrigdes que se pretende suprimir e em cada uma

delas identificar a varidvel que é explicitada e em seguida substituida.

O algoritmo que no programa NEWTOP procede a pré-substituigdo de variaveis €

capaz de resolver correctamente a seguinte situagdo

X = 2% (5.13a)
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x, = 4%, (5.13b)

Antes de proceder a substitui¢do de x;, x, e x; no programa matematico é necessario
modificar as restriges (5.13) para que as varidveis x, e x; sejam integralmente substituidas.
O programa NEWTOP efectua a transformagdo de (5.13a-c) no seguinte conjunto de
restri¢des equivalentes

x; = 40x, (5.14a)

Deste modo as variaveis situadas no primeiro membro (x;, x, € x;) deixam de figurar
no programa matemdtico. A variavel que se encontra no segundo membro (x,) permanece na

formulag¢do como uma variavel independente ou dependente (ver secgdo 5.2).

O seguinte exemplo corresponde a uma situagdo em que a substitui¢do atras referida

ndo pode ser efectuada

X; = X3 (5.15a)
Xy =X, (5.15b)
X3 = X, (5.15¢)

Neste caso nio é possivel transformar (5.15) num conjunto de restrigdes que possua a
particularidade de nenhuma varidvel figurar simultaneamente num primeiro e num segundo
membro. Esta situagdo € detectada pelo programa NEWTOP, sendo designada substituigdo
circular. Quando ocorre, a execugdo é interrompida e € assinalada a existéncia de um erro nos
dados.. ’

No programa matemaético corresponde ao problema de optimizagdo apresentado na
secgdo 5.1 (ver Listagem 5.1) as quatro ultimas restri¢des igualdade sdo do tipo (5.7) ou (5.8)

B =15B, (5.16)
L=7 (5.17)

P =10 (5.18)
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P=4 (5.19)

A substitui¢do destas restri¢des na formulagao indicada na Listagem 5.1 dé4 origem ao
seguinte programa matematico

Listagem 5.2 - Programa matematico que resulta da substitui¢do de algumas varidveis.

#4# Main title of the nonlinear program

Optimizacao de uma consola com duas seccoes

Min.
1.5 * T,1 * H1 * B2 + L2 * B2 * H2 ;

s.t.i.c.
Tensao em A: 280 * H1 ~ -2 * B2 ©~ -1 - 250 < 0 ;
Tensao em B: 60 * L2 * B2 ~ -1 * H2 ©~ -2 - 250 < 0 ;
Tensao em C: 74.6667 * H1L ~ -1 * B2 ©~ -2 - 250 < 0 ;
Tensao em D: 24 * L2 * B2 *~ -2 * H2 ©* -1 - 250 < 0 ;
1.1 minimo: - L1 + 0.1 <0 ;
L2 minimo: - L2 + 0.1 <0 ;

s.t.e.C.
Comprimento total: 7 - L1 -L2 =0 ;

END_OF_FILE

As variaveis correspondentes a versdo inicial do programa matematico € que se

encontram enumeradas em (5.1) podem ser classificadas do seguinte modo
P, - a substituir
P, - a substituir
L, - independente (valor inicial = 3.5)
L, - dependente (valor inicial = 3.5)
L - a substituir
B, - a substituir
H, - independente (valor inicial = 1.5)
B, - independente (valor inicial = 0.6)

H, - independente (valor inicial = 1.2)
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A comparagdo das Listagens 5.1 ¢ 5.2 permite verificar que ¢é significativamente mais
simples preparar um programa matematico com as caracteristicas da versdo original, devido
ao facto de existir uma maior homogeneidade das expressdes. A supressdo de algumas
varidveis por intermédio da substituicdo de restrices igualdade é efectuada de um modo
eficiente pelo programa NEWTOP, resultando desta operagdo um programa matematico que
pode ser resolvido com uma maior economia de recursos informaticos. Em problemas que
apresentem uma formulagdo mais complexa € um numero mais elevado de varidveis e

restrigdes, as vantagens das técnicas referidas tornam-se mais significativas.

5.4 - DESCRICAO DO PROGRAMA NEWTOP

Nas secg¢des anteriores deste capitulo e nos capitulos anteriores foram apresentadas
diversas técnicas utilizadas no programa NEWTOP, os respectivos fundamentos e o niicleo do
algoritmo correspondente método de Newton. Nesta sec¢do € apresentada a ordem pela qual
as diversas técnicas vdo sendo aplicadas durante a resolugdo de um problema de optimizagZo.

Sdo também referidos alguns aspectos relativos a utiliza¢do do programa.
A resolugdo de um problema de optimizag&o com o programa NEWTOP envolve num
caso geral a execugdo das seguintes tarefas:

A) leitura, interpretagdo, validagdo e armazenamento das fungdes que constituem o
programa matematico (ver Listagem 5.2);

B) leitura, interpretagdo, validagdo e armazenamento das restri¢des simples do tipo
(5.7) e (5.8);

C) substituigdo das varidveis que figuram no primeiro membro das equagdes (5.7) e
(5.8) na totalidade das funges que constituem o programa matematico;

D) simplificagdo das fungSes que constituem o programa matemdtico (ver (5.9) a
(5.12) na secg@o 5.3);

E) leitura da solugdo inicial;
F) leitura de pardmetros que influenciam o comportamento do processo iterativo;
G) calculo do valor inicial das varidveis dependentes (ver secgdo 5.2);

H) modificagdo das fun¢des que constituem o programa matematico como
consequéncia da transformagdo das varidveis de projecto (ver secgdo 4.3);
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I) calculo dos coeficientes associados as variaveis de desvio (ver secgdo 4.3);

J) calculo das normas dos gradientes das restricbes no ponto correspondente a
solugdo inicial (ver secgdo 4.3);

K) normalizagdo das restri¢des (ver sec¢do 4.3);

L) processo iterativo de acordo com o algoritmo da Figura 3.1 (ver também o
Capitulo 4);

M) apresentagdo dos resultados.

S3o em seguida apresentados com mais pormenor alguns aspectos relacionados com as
diversas fases correspondentes & resolugdo de um problema de optimizagdo com o programa
NEWTOP.

Se no programa matemético nao existirem restrigdes do tipo (5.7) € (5.8), as fases B),
C) e D) ndo sdo executadas. Se na fase F) o utilizador ndo indicar valores para os referidos
parimetros, 0 programa prosseguc com opgdes que na generalidade dos casos permitem a
obtencdo de bons resultados. Se ndo existirem restrices igualdade, também ndo existem
variaveis dependentes e, consequentemente, na fase G) ndo ¢ realizada qualquer operagdo.
Quando existem varidveis dependentes, o utilizador pode optar por ndo executar a fase G),
sendo nesse caso utilizados como solugdo inicial os valores que foram lidos na fase E). A
aplicagdo das diversas técnicas de scaling correspondentes as fases H), I), J) e K) ¢ opcional,

sendo no entanto fortemente recomendada a sua utilizagéo.

A informagdo correspondente a fase F) engloba um elevado numero de parametros,
sendo em seguida apresentados apenas 0s mais importantes. E também indicado o valor ou

opgdo que deve ser adoptado na generalidade dos casos:

- transformago das varidveis de projecto SIM (5.20)
- transformagdo das variaveis de desvio SIM (5.21)
- normalizagdo das restri¢des SIM (5.22)
- valor inicial dos multiplicadores de Lagrange | 1.0 (5.23)
- erro tolerado na verificagdo do critério de convergéncia (4.10) 1075 (5.24)
- ntimero maximo de iteragdes relativas ao método de Newton 50 (5.25)

- pardmetro € (ver secgdo 4.6) 1072 (5.26)
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- pardmetro €, (ver sec¢do 4.6) 107 (5.27

- calculo do erro correspondente a resolugfo do sistema

de equagdes lineares (4.7) NAO (5.28)
- valor minimo do parimetro de pesquisa unidimensional (o ;. )

(ver secgdo 4.5) 107 (5.29)
- valor maximo do pardmetro de pesquisa unidimensional (a.,, )

(ver secgdo 4.5) 1.0 (5.30)
- calculo do valor inicial das variaveis dependentes SIM (5.31)

- método de resolugdo do sistema de equagdes lineares (4.7)
(directo/iterativo) DIRECTO  (5.32)

A primeira tentativa de resolugfo de um problema de optimizagéio deve ser efectuada
com as opgdes indicadas de (5.20) a (5.32). Estas opgdes s6 devem ser alteradas se o processo
iterativo ndo for bem sucedido ou se a precisdo dos resultados ndo for satisfatéria. Durante a
resolugdo de problemas de optimizagdo com o programa NEWTOP podem ocorrer situagdes
que impedem ou retardam a convergéncia para a solugdio 6ptima. Algumas destas situagdes
podem ser ultrapassadas com simples alteragdes das opgdes atrds referidas, sendo assim
evitada a necessidade de modificar a solugfo inicial ou a formulagdo do problema. Devido a
impossibilidade de enumerar todos os casos que requerem uma alteragio das opgdes,

apresentam-se apenas alguns exemplos.

Se nas primeiras iteragdes a solugdo apresentar grandes oscilagdes, o parimetro (5.30)
deve ser diminuido. Um aumento significativo do pardmetro (5.23) também implica uma
convergéncia mais lenta, sendo assim diminuida a probabilidade de ocorrerem oscilagges. Se
o pardmetro de pesquisa unidimensional adoptar valores muito pequenos, deve ser alterada a
op¢do (5.28) para que o erro correspondente a resolugdo do sistema de equagdes lineares passe
a ser calculado. A eventual ocorréncia de valores desse erro demasiado elevados é provocada
por um mau condicionamento da matriz Hessiana. Este problema pode ser ultrapassado
aumentando o valor dos pardmetros (5.26) e (5.27) (ver sec¢do 4.6) ou modificando o
pardmetro (5.32) para que a resolugdo do sistema de equagdes (4.7) passe a ser efectuada com
0 método iterativo (ver secgdo 4.4.2).

O ficheiro que contém as opgdes (5.20) a (5.32) € lido em todas as iteragGes relativas
ao método de Newton. Se o programa NEWTOP estiver a ser executado num computador
com sistema operativo multi-tarefa (e.g., UNIX), o utilizador pode alterar o ficheiro que
contém as opgdes durante o processo iterativo sem proceder & sua interrupgfo. Torna-se assim
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possivel conduzir o processo iterativo com base nas informagdes que vé@o sendo
disponibilizadas pelo programa NEWTOP. Esta técnica permite que durante o processo
iterativo sejam rectificadas opgoes cujos valores iniciais ndo tenham sido bem escolhidos €
permite uma pronta reacgdo do utilizador a comportamentos inesperados do algoritmo. Por
estes motivos, ¢ fundamental que durante 0 processo iterativo seja disponibilizada a maior
quantidade possivel de informag#o relativa as grandezas que em cada iteracdo sdo modificadas
pelo algoritmo. A rapida percepgdo das caracteristicas desta elevada quantidade de informagdo

s6 & possivel com recurso a visualizagfo grafica em seguida apresentada.

Visualizagdo do comportamento do processo iterativo

A informagdo que é possivel visualizar durante a execugdo do programa NEWTOP
encontra-se exemplificada na Figura 5.2, que corresponde a resolugio do problema de
optimizagdo de uma consola com duas secgdes (ver Figura 5.1). Na metade superior da figura
¢ da esquerda para a direita encontram-se 0S graficos com a evolugdo ao longo do processo
iterativo do valor do pardmetro de pesquisa unidimensional (ver secgdo 4.5), do valor da
norma do gradiente do Lagrangeano (ver secgdo 4.1) e do valor da fungfio objectivo. Para
facilitar a visualizagdo dos valores mais pequenos, € utilizada no segundo grafico uma escala
linear-logaritmica. Na metade inferior da Figura 5.2 encontra-se um histograma com 0S
valores das variaveis que estdo presentes na fase iterativa, ndo sendo portanto representados 0s
valores correspondentes as varidveis pré-substituidas (ver sec¢do 5.3). De acordo com a
formulagdo indicada na Listagem 5.2, encontram-se representados da esquerda para a direita
os valores de L, L,, Hy, B, ¢ Hy, seguindo-se as seis variaveis de desvio, 0s seis
multiplicadores de Lagrange associados as restri¢des desigualdade e por ultimo o
multiplicador de Lagrange correspondente a unica restrigio igualdade. Uma vez que foram
utilizadas as técnicas de scaling referidas na secgdo 43 e os valores representados
correspondem as variaveis transformadas, a sua grandeza indica a variagdo em relagdo a

solucdo inicial.

Quando o processo iterativo é bem sucedido e ndo ocorrem oscilagdes da solugdo, o
pardmetro de pesquisa unidimensional adopta valores proximos da unidade nas primeiras e
Gltimas iteragdes, sendo 0s valores correspondentes ds restantes iteragdes significativamente
inferiores. A evolugdo da norma do gradiente do Lagrangeano apresenta na generalidade dos
casos caracteristicas semelhantes as indicadas na Figura 5.2, pelos motivos referidos na secgéo
4.6. Nas iteragdes intermédias ¢ frequente a fungdo objectivo apresentar valores inferiores ao
correspondente & solugdo optima. Verifica-se no entanto que essas solugdes ndo sao

admissiveis e, consequentemente, ndo podem ser consideradas como solugdo do problema de

optimizagdo.
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capSe 3> NEVIOP ¢<¢

Line search paraseter (alpha) Equivalent residual
g

0.5

2.3

-2 - <=3 > - 6> <=6 -> <=1 ->
Current values of the scaled varisbles

Figura 5.2 - Consola com duas secgdes - visualizago da evolugdo de alguns parimetros e histograma com a

solugdo final.

A representacdo grafica indicada na Figura 5.2 pode ser efectuada durante o processo
iterativo ou apds a sua conclusdo. No primeiro caso os trés graficos apresentam a evolugfo
dos parimetros até a situagdo corrente e no histograma ¢é representada a solugdo disponivel
apés a ultima iteragdo efectuada. Se o processo iterativo estiver ja concluido, é possivel

visualizar qualquer solugdo intermédia, bem como a evolugdo dos trés pardmetros até a

iteragdo seleccionada.

Apresentagdo dos resultados

O programa NEWTOP foi desenvolvido com o objectivo de poder ser utilizado na
resolugdo de qualquer problema de optimizagdo, que possa ser formulado como um programa
matemadtico constituido por fungdes reais e continuas. Por este motivo, os resultados
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fornecidos pelo programa NEWTOP devem ser apresentados com um formato independente
de qualquer problema especifico, sem contudo ser comprometida a sua facil interpretagdo.
Este compromisso foi conseguido com o formato que se encontra exemplificado na Listagem
53. Os resultados indicados correspondem & solugdo do problema de optimizagdo de uma
consola com duas secgdes (ver Figura 5.1). Na generalidade dos casos 0s resultados sé@o
constituidos por alguns pardmetros gerais, seguidos dos valores das variaveis de projecto, das
folgas correspondentes as restrigdes desigualdade e dos valores dos multiplicadores de
Lagrange. Todos estes resultados correspondem ao programa matematico original, i.e., 08
valores que foram transformados devido a aplicagdo das técnicas de scaling sdo sujeitos a uma
transformagdo inversa de acordo com 0 que foi indicado na secgdo 4.3. Deste modo, as
variaveis de projecto encontram-se €Xpressas nas unidades correspondentes ao respectivo
significado fisico, as folgas encontram-se expressas nas unidades correspondentes a restri¢do
desigualdade original (ver Listagem 5.2) e os multiplicadores de Lagrange encontram-se
expressos numas unidades que correspondem ao quociente entre as unidades da fungéo
objectivo € as unidades da respectiva restrigio (ver secgdo 2.2.5). Na Listagem 5.3
encontram-se também os valores das variaveis P, B, L € B, que tinham sido substituidas de
acordo com (5.16) a (5.19). Para facilitar a interpretagdo dos resultados, os nomes das
variaveis sdo associados aos respectivos valores e os titulos das restrigdes sdo associados aos
valores das respectivas folgas e multiplicadores de Lagrange. A anilise dos resultados
apresentados na Listagem 5.3 permite concluir que a solugdo 6ptima do problema indicado na
Figura 5.1 ¢ fundamentalmente caracterizada pelo facto de as restrigdes de tensdo nos pontos

A, C e D se encontrarem activas, enquanto que no ponto B existe uma folga significativa.

Apbs a resolugdo do problema de optimizagdo é possivel representar num unico
grafico a evolugéo dos valores das varidveis durante o processo iterativo. Na Figura 5.3
encontra-se representada a evolugdo das variaveis independentes e dependentes relativas ao
problema de optimizagdo da consola com duas secgdes (ver Figura 5.1). Neste exemplo
simples pode ser facilmente verificado que em todas as iteréc;c")es a solugdo corrente verifica a
tinica restrigdo igualdade (L+ L, = 7).
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Listagem 5.3 - Consola com duas secges - solug#o 6ptima obtida com o programa NEWTOP.

*** Parametros gerais:

Numero de iteracoes

Valor da funcao objectivo

Erro

**%* Variaveis de projecto:

->
->
->
->
->
->
->
->
->

->
->
->
->
-2
->

->
->
->
->
->

9
6.07402131e+00
3.27245486e-09

Pl
P2
L1
L2
L

Bl
H1i
B2
H2

Tensao
Tensao e

[1]

3333

Tensao e
Tensao
L1l minimo
L2 minimo

DaQwp

[

Tensao em
Tensao em
Tensao em
Tensao em
L1l minimo

Unwp

1 1 10.00000000000000000000
2 2 4.00000000000000000000
3 3 4.66666667187260220000
4 4 2.33333332812739780000
5 5 7.00000000000000000000
6 6 0.64537145685348940000
7 7 1.61342864659555190000
8 8 0.43024763790232623000
9 9 1.21007148496578170000
*** Folgas nas restricoes desigualdade:
10 1 0.00000000000000000043
11 2 27.77777790200220000000
12 3 0.00000000000000000112
13 4 0.00000000000000000056
14 5 4.56666667187259900000
15 6 2.23333332812739860000
*** Multiplicadores de Lagrange das restricoes desigualdade:
16 1 0.00809869507110470500
17 2 0.00000000000175988805
18 3 0.00323947803280744090
19 4 0.00485921702699293730
20 5 0.00000000013703880206
21 6 0.00000000013703880206

->

L2 minimo

*** Multiplicadores de Lagrange das restricoes igualdade:

22 1 1.04126079618194360000 -> Comprimento total
Varidveis independentes
Valor da e dependentes
variavel
5
T T T T T T T T
45 14
4 4
35 4
3 4
25 i
— L,
2 §
1.5 11—
1 —H
0.5 i
- B,
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Iteragdio

Figura 5.3 - Consola com duas secgdes - evolugdo dos valores das varidveis.
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5.5 - SOLUCAO INICIAL

O sucesso da resolugdo de um problema de optimizagdo com o programa NEWTOP
depende significativamente da solugdo inicial (ver secgdo 3.2.3). Para que a probabilidade de
sucesso seja elevada, a solugéo inicial deve situar-se tdo préximo quanto possivel da solugdo
final. Na generalidade dos casos ¢ vantajoso que a solugdo inicial seja admissivel e que as
restricdes desigualdade apresentem uma folga significativa. Para se obter uma solug#o inicial
com estas caracteristicas, é fundamental efectuar um pré-dimensionamento de todas as
grandezas de acordo com © respectivo significado fisico. Sempre que possivel, deve-se
recorrer A utilizagdo prévia de um método de optimiza¢do mais rudimentar, que nfo seja tdo
dependente da qualidade da solugdo inicial (e.g., método das pesquisas aleatorias). Em
problemas de optimizagdo estrutural ¢ habitual considerar como solugéo inicial uma estrutura

ligeiramente sobredimensionada.

Para exemplificar uma situagdo de ndo convergéncia que ocorre em alguns problemas,

apresenta-se 0 seguinte programa matematico

Min.
2x,+x, (5.333)
s.a
0.75x —6x; +16x] —17x —x, +9 <0 (5.33b)
x;+3%,-9<0 (5.33¢)

Uma vez que (5.33) s6 depende de duas variaveis, é possivel efectuar a representagdo
grafica da fungéo objectivo ¢ da regido admissivel (ver Figura 5.4). Quando o programa
NEWTOP ¢ utilizado com o ponto A (3.2.1.2) como solugio inicial, o processo iterativo
converge para o ponto B (3.00, 0.75), que corresponde a solugdo optima Jf' . Quando a solugdo

inicial é o ponto C (1,2), as sucessivas solugdes vdo-se aproximando do ponto D. Como nas
proximidades deste ponto ndo existe nenhuma solugdo admissivel, o processo iterativo deixa
de apresentar progressoes significativas, sem que tenha sido alcangada uma solu¢do que
apresente um erro suficientemente pequeno. Esta situagdo pode ser visualizada por intermédio
dos graficos representados na Figura 5.5 (ver também a secgdo 5.4), sendo caracterizada pelo
facto de o parmetro de pesquisa unidimensional apresentar valores cada vez mais pequenos €
de o erro estabilizar com um valor significativo. Como nestas circunstancias a solugdo quase

nfo varia, 0 mesmo ocorre obviamente com a fungdo objectivo.
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)

Regido admissivel

---------- Isocurvas da
fungdo objectivo

—7777— Isocurvas das
restricdes  (g=0)

»  Solugdo inicial

o Solugdo final

X1

Figura 5.4 - Representag#o grafica do programa matematico (5.33).

Com este caso simples pretende-se exemplificar o comportamento do processo
iterativo, quando a solugfo ¢ atraida para uma regido em que o erro € pequeno mas néo existe
nenhuma solug@o admissivel. Nestes casos verifica-se que o algoritmo néo consegue fornecer
nenhuma solugdo satisfatoria, sendo necessario recorrer a uma outra solugio inicial. O
comportamento exemplificado na Figura 5.5 ocorre por vezes em problemas com um nimero
mais elevado de variaveis e restri¢des, sendo nesses casos impossivel visualizar graficamente
as caracteristicas da fungfo objectivo e das restrigSes. Para ultrapassar esta situagio é também

necessdrio recorrer a uma solugdo inicial alternativa.
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Figura 5.5 - Programa matematico (5.33) - evolugdo de alguns parametros quando ndo ocorre convergéncia.

Existem outras situagdes de insucesso na utilizagio do programa NEW [OP que
podem ser facilmente diagnosticadas com o auxilio dos graficos e histogramas exemplificados
na Figura 5.2. Referem-se 0s casos de divergéncia (i.e., erro crescente), 0S €asos em que na

solugdo final existem restrigdes com multiplicador de Lagrange (}Ji.) negativo e 0s casos em

que a convergéncia se torna lenta devido ao facto de algumas varidveis apresentarem valores
fora do respectivo significado fisico (e.g., reas negativas). Quando se obtém uma solugdo
final que ndo € um minimo local (e.g., maximo local), ¢ em geral possivel diagnosticar a
situagdo, porque na solugdo ¢ muito provavel existirem algumas componentes de A%

negativas. Nestes casos ¢é também frequente a solugdo final apresentar um valor da fungdo
objectivo superior ao de outras solugdes admissiveis conhecidas. Por ultimo refere-se o caso
em que a solugdo final verifica as condigdes necessarias de optimalidade de
Karush-Kuhn-Tucker (ver Capitulo 2), mas ndo corresponde ao minimo global, sendo
portanto um minimo local. Uma vez que a generalidade dos problemas de optimizagdo néo
sio convexos, ndo ¢ conhecido nenhum processo de diagnosticar ou evitar a convergéncia

para um minimo local.

Para que os diversos tipos de insucesso atras referidos sejam evitados, ¢ fundamental
que o problema de optimizagdo se encontre correctamente formulado, que a solugdo inicial
tenha sido devidamente pré-dimensionada e que Os pardmetros (5.20) a (5.32) apresentem
valores adequados. Nas situagdes em que Se verificar ser dificil obter uma solugdo satisfatoria
devem ser efectuadas ligeiras alteragdes nos parametros (5.20) a (5.32), devem ser ensaiadas
diversas solu¢des iniciais com caracteristicas distintas e como ultimo recurso devem ser
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utilizados move limits (ver secgdo 3.3.1) e side constraints adicionais (ver secgfo 2.1.4).
Quando € necessério preparar uma nova solugfo inicial, é em geral vantajoso recorrer a uma
das solugdes intermédias correspondentes a anteriores execugdes do programa, mesmo que
tenham sido mal sucedidas. Antes de utilizar esta nova solugfo inicial é conveniente verificar
se todas as varidveis apresentam valores compativeis com o respectivo significado fisico. As
solugdes iniciais demasiado afastadas da regido admissivel devem ser sempre evitadas.

Nesta secgdo foram apresentadas diversas situagdes de insucesso na aplicagdo do
programa NEWTOP, foi referido o modo de as diagnosticar e foram sugeridas algumas
técnicas para as ultrapassar. A resolugdo de inimeros problemas de optimizagdo com
caracteristicas distintas permitiu, no entanto, concluir que, sempre que sio seguidas as
indicagdes aqui sugeridas, a solu¢do 6ptima pode ser facilmente obtida.

5.6 - COMPARACAO COM OS RESULTADOS DE OUTROS AUTORES

Para validar os resultados fornecidos pelo programa NEWTOP, foi efectuada a sua
aplicagfio a problemas cuja resolugfo com outros programas se encontra publicada. Com esse
objectivo foi seleccionado um problema de optimizagdo de uma mola, cuja formulagio
pormenorizada se encontra em [Aro89]. O programa matematico correspondente a este

problema € o seguinte

Min.
f=Dd* N+2Dd? (5.34a)
Ss.a
g =71875d* - D’N <0 (5.34b)
g, =4D? +1.46 Dd —2.46d* -12566 Dd’ +12566d"* <0 (5.34c)
g3 =D? N-140.45d <0 (5.34d)
g8,=D+d-15<0 (5.34e)
gs=-d+0.05<0 (5.34f)

8s=d~-020<0 (5.34g)
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g;=-D+0.25<0 (5.34h)
gg=D-130<0 (5.34i)
8o =—-N+2<0 (5.34j)
go=N-1550 (5.34k)

Em (5.34) as trés variaveis (D, d, N) estdo sujeitas a dez restri¢des desigualdade, cujas
expressdes sdo equivalentes as indicadas em [Aro89]. Para que o programa NEWTOP pudesse
ser aplicado, foi necessario converter as restricdes originais em expressdes do tipo (4.11). Na
resolugdo com o programa NEWTOP foi considerada a solugdo inicial
(D,d, N )0 =(1.0, 0.1, 14). Esta solugdo é admissivel e implica a existéncia de uma folga
significativa em todas as restrigGes. No Quadro 5.1 ¢ apresentada a comparagdo entre 0s
resultados obtidos com o programa NEWTOP e com um programa baseado na programagdo

quadratica sequencial [Aro89].

Quadro 5.1 - Comparagdo entre 0s resultados obtidos com o programa NEWTOP e os que se encontram

publicados em [Aro89].
NEWTOP [Aro89]
0.012 678 676 0.012 678 68
D 0.356 883 330 0.356 950
d 0.051 695 909 0.051 698 7
N 11.293 376 11.289 5
Erro* 9x10™ 10

* O erro ndo tem o mesmo significado nos dois métodos.

A comparagdo dos resultados ap

programas fornecem valores praticamente coincidentes para as principais grandezas que

resentados no Quadro 5.1 permite concluir que 0s dois

caracterizam a solugdo. Devido ao reduzido valor do erro e ao numero de algarismos

significativos correctos que nessas circunstincias se obtém, presume-se que os resultados
correspondentes ao programa NEWTOP sdo mais rigorosos do que os publicados em [Aro89].



5.24 CAPITULO 5

Em [Bel82] sdo apresentados os resultados de um estudo comparativo de diversos
programas de optimizagdo. Um dos exemplos utilizados consiste também na optimizagdo de
uma mola, sendo o respectivo programa matematico equivalente a (5.34). De acordo com os
resultados publicados em [Bel82], os programas baseados no método das direcgdes
admissiveis € no método do gradiente projectado nfo forneceram qualquer solugdo. Os
programas baseados na minimizagdo sem restrigdes sequencial (SUMT) e na programagéo
quadratica recursiva apresentaram solugdes com um custo cerca de 20% superior ao indicado
no Quadro 5.1. Os:resultados que mais se aproximam da melhor solugfo conhecida foram
fornecidos por trés programas baseados no método do Lagrangeano aumentado. Apesar de
serem 0s mais rigorosos, esses resultados correspondem a um minimo local e apresentam
diferengas no segundo algarismo significativo, quando comparados com a solugfo indicada no -
Quadro 5.1.

Em [Van84] sdo apresentados os resultados de um estudo comparativo da utilizagdo de
diversos métodos na optimizagdo de uma consola com cinco secgdes. Os diversos programas
utilizados baseiam-se na minimizagdo sem restri¢des sequencial (SUMT), programagcéo linear
sequencial, programagdo quadritica sequencial, direcgdes admissiveis, gradiente reduzido
generalizado e no Lagrangeano aumentado. Em [Aze89] sdo apresentados resultados que
mostram que todos estes métodos convergem para um minimo local, enquanto que o
programa NEWTOP fornece uma solug¢éo mais logica e com um custo cerca de 4% inferior.

5.7 - OBSERVACOES FINAIS

Neste capitulo foi apresentado um programa de computador destinado a resolver uma
grande diversidade de problemas de optimizagdo. Com este objectivo, foram nele incluidas
diversas técnicas destinadas a permitir uma répida e simples abordagem de novos tipos de
problemas. Recorrendo a formulag@io e resolugdo de alguns problemas elementares, foi
possivel verificar que além de apresentar uma grande versatilidade e facilidade de utilizagio o
programa NEWTOP € capaz de calcular solugdes muito rigorosas.

No Capitulo 6 serdo apresentadas algumas aplicagdes do programa NEWTOP a
resolugdo de problemas de optimizag¢do de estruturas com um elevado niimero de varidveis e
restrigdes. Com base nestes exemplos serd quantificada uma outra caracteristica importante de
um programa de optimizagdo, que consiste na sua eficiéncia.
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OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS COM
COMPORTAMENTO LINEAR

O conceito de projecto de estruturas esta habitualmente associado a uma pesquisa da
solugdo mais economica que satisfaz um conjunto de requisitos predefinidos. A solucdo final
a adoptar deve apresentar niveis adequados de seguranga, funcionalidade, qualidade e
facilidade de execugdo. De um modo geral estas exigéncias encontram-se regulamentadas ou
sio definidas caso a caso. A pesquisa de uma solugdo satisfatoria pode ser efectuada de
diversas formas, desde a realizagio de um reduzido numero de tentativas orientadas pela
intuicdo do projectista, até a utilizagdo de um método que fornega a solugio optima de um

modo quase integralmente automatizado.

Na Figura 6.1 ¢ apresentado o algoritmo que ¢ utilizado na quase totalidade dos casos
de projecto de estruturas [Her93]. Este algoritmo € comum ao0s casos em que sdo utilizados
métodos puramente heuristicos e a generalidade dos casos em que se recorre a técnicas de

optimizagdo.

Na fase inicial de formulagfio do problema esta geralmente incluida a selecgdo do tipo
de estrutura, dos materiais a utilizar e das restrigdes que condicionam a solugdo final. E
também nesta fase que sdo escolhidos os parametros que poderdo ser modificados no caso de
a solugio ndo ser satisfatoria. A solugdo inicial pode ser arbitrada, sendo no entanto mais
aconselhavel partir de uma solugdo que respeite as restrigdes e que se encontre tdo proximo
quanto possivel da solugdo final. Nesta fase, € fundamental a experiéncia e intuigdo do
projectista. Em certos casos pode-se justificar o recurso 2 utilizagdo de um método iterativo
rudimentar apenas com o objectivo de se obter uma solugo inicial com as caracteristicas atras

referidas.
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L Formulagio do problema !

:

LSelecg:ﬂo da solugio inicial T

>l
~

‘ Andlise da estrutura ]

A solugdo é
satisfatoria?

Modifica¢3o da estrutura

Figura 6.1 - Algoritmo tradicionalmente utilizado no projecto de estruturas.

No interior do ciclo iterativo indicado na Figura 6.1 encontra-se a analise da estrutura
corrente. Uma vez que este calculo € efectuado diversas vezes, pode-se justificar o recurso a
técnicas de reanalise de estruturas [Aze84] [Kir81]. Os resultados obtidos com o método de
analise/reandlise utilizado devem ser suficientemente rigorosos para que a apreciagio da
solugdo e o conjunto de modificagdes introduzidas na estrutura ndo sejam afectadas por essa
falta de precisdo. O critério em que se baseia a decis@o de terminar ou nfo o ciclo iterativo
pode reflectir varios niveis de exigéncia de precisdo. Na generalidade dos casos é suficiente
que a estrutura respeite os requisitos pré-estabelecidos € ndo esteja excessivamente
sobredimensionada. Se forem utilizadas técnicas de optimizag8o, a solugdo s6 é aceite se for
admissivel e satisfizer determinadas condigdes de optimalidade, que impliquem ser essa a
mais vantajosa de todas as solugdes admissiveis. Em certos casos, o ciclo iterativo é
interrompido quando em duas iteragdes consecutivas ndo existe uma alteragdo significativa da
solugdo.

No algoritmo de projecto de estruturas apresentado na Figura 6.1 a fase em que se
procede a modificagdo da estrutura implica a tomada de decis6es baseadas em critérios mais
ou menos elaborados. Os diferentes métodos associados a esta fase do projecto de uma
estrutura podem ser classificados em trés grupos [Kir81] [Aro89] [Her93]:
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- regras heuristicas;
- critérios de optimalidade (métodos indirectos);
- programagio matematica (métodos directos).

A qualidade das solugdes obtidas a partir de sucessivas modificagdes da estrutura com
base em regras heuristicas depende essencialmente da intuigdo e da experiéncia do projectista.
Estas regras dependem do tipo de problema que estd a ser estudado e do tipo de estrutura
utilizada. Na generalidade das situagGes apenas se procura redimensionar por tentativas as
zonas da estrutura que se encontrem subdimensionadas ou significativamente
sobredimensionadas. A aplicagdo de regras heuristicas ndo pode portanto ser considerada

como uma técnica de optimizagdo.

Os métodos baseados em critérios de optimalidade fundamentam-se na pesquisa de
uma solugfio que satisfaga um conjunto de condi¢des dependentes do significado fisico do
problema. E pressuposto que a solugdo estrutural que satisfaz essas condigGes corresponde a
solugio 6ptima do problema. A pesquisa desta solucdo € efectuada recorrendo ao algoritmo da
Figura 6.1, sendo na fase de modificagdo da estrutura utilizado um conjunto de relagdes que
conduzem a uma solugdio mais satisfatéria. Estas relagdes podem ser deduzidas a partir das
condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker ou com base em regras heuristicas, que conduzem a uma
solugdo em que todos os pontos criticos da estrutura se encontram no limiar do colapso (¥’ ully
Stressed Design) [Ber87]. Os métodos baseados em critérios de optimalidade designam-se
métodos indirectos, porque ndo tém como finalidade prioritiria a minimizagdo da fungdo

objectivo.

Os métodos directos sdo aqueles que se baseiam na programagdo matematica e tém
como objectivo a determinagdo da solugfo que respeita as restriges e torna minimo o valor da
fun¢do objectivo. No algoritmo da Figura 6.1 a fase de modificagdo da estrutura engloba os

seguintes passos:

A - calculo das derivadas da fungdo objectivo e restrigdes em ordem as varidveis de

projecto (analise de sensibilidades);

B - calculo no espago das varidveis de projecto de uma direcg¢do que conduza a uma

diminuigdo da fungdo objectivo;

C - célculo da grandeza do passo a dar nessa direcgdo de modo que a diminuigdo da
fungdo objectivo seja 0 mais acentuada possivel (pesquisa unidimensional).
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Na generalidade dos métodos baseados na programag¢do matematica é necessario, ou
pelo menos desejavel, que as sucessivas solugdes sejam admissiveis. No calculo da direcgdo
referida no passo B pode ser utilizado um dos métodos apresentados no Capitulo 3, que seja
aplicavel a minimiza¢do de fungdes com diversas varidveis e com restrigdes. No passo C
pode-se recorrer a um dos métodos de minimizagdo de fungdes com uma varidvel também
referidos no Capitulo 3. Nos casos em que nio for possivel obter uma solugdo satisfatoria para
o problema de optimizagdo, deve-se repetir o processo com outra solugfo inicial.

O algoritmo da Figura 6.1 e os métodos associados a cada uma das suas fases
pressupdem que as varidveis relativas ao comportamento da estrutura (e.g., deslocamentos,
forcas, tensGes) ndo sdo varidveis de projecto, sendo portanto consideradas de um modo
implicito. No presente trabalho foi utilizada uma abordagem distinta do problema de
optimizagdo estrutural, baseada na inclusdo das varidveis relativas ao comportamento da
estrutura no conjunto das variaveis de projecto [Haf85] [Bar89]. Por este motivo esta
formulagdo é designada andlise e dimensionamento simultdneos ou formulag¢io integrada,
encontrando-se o respectivo algoritmo esquematizado na Figura 6.2.

Formulag3o do problema

Preparagdo do programa matemético

I Selecgdo da solugdo inicial

l

[ Resolugdo do programa matemaético

| Andlise da estrutura 6ptima |

| Detalhe l

FIM

Figura 6.2 - Optimizag3o de estruturas recorrendo a formulagdo integrada.

No algoritmo da Figura 6.2 cada fase ¢ realizada uma s6 vez, exceptuando-se os casos
em que n3o é possivel resolver o programa matemdtico com a solugdo inicial especificada.
Nestes casos € necessdrio seleccionar outra solugdo inicial e repetir a fase de resolugdo do
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programa matematico. A analise da estrutura correspondente & solugdo 6ptima destina-se ao
calculo de certas grandezas que sdo necessarias na fase de detalhe e que ndo foram envolvidas
no processo de optimizagéo (e.g., reacgdes em apoios, esforgos/tensdes em pontos da estrutura
em que essas grandezas ndo tenham sido restringidas). Na fase de analise da estrutura 6ptima,
pode ser utilizado um programa convencional que disponha de pds-processamento grafico dos
resultados. Deste modo evita-se a necessidade de dotar com estas capacidades o programa de
optimizagdo de estruturas.

As vantagens ¢ desvantagens de cada uma das formulages referidas serdo mais

adiante enumeradas.

6.1 - CRITERIOS DE OPTIMALIDADE

A optimizagdo de estruturas baseada em critérios de optimalidade teve a sua origem na
ideia intuitiva de que uma estrutura possui um peso minimo quando nenhum dos seus
elementos puder ser diminuido sem que a tensdo admissivel seja excedida em algum ponto da
estrutura. Esta afirmagéio é sempre verdadeira no caso de estruturas isostaticas sujeitas a um
finico carregamento, tendo sido demonstrada por Mitchell no inicio do século XX [Kir81]. O
projecto de estruturas baseado neste critério de optimalidade ¢ designado F ully Stressed
Design (FSD). Ao generalizar este método de optimizagdo aos casos de estruturas
hiperstaticas, sujeitas a vérios carregamentos e com restrigdes de tensdio maxima e dimensdes
minimas, deixa de ser possivel garantir a obtengdo da solugio Optima. Quando sédo
consideradas restrigdes de deslocamento, de frequéncia propria e de outros tipos, 0 método de
optimizagdo baseado em critérios de optimalidade passa a ser deduzido a partir das condigdes
de Karush-Kuhn-Tucker e deixa de ser designado Fully Stressed Design [Ber87].

6.1.1 - Fully Stressed Design

O método de optimizagdo de estruturas baseado na procura do Fully Stressed Design
(FSD) ¢ particularmente adequado a minimiza¢do do peso de estruturas reticuladas, porque a
tensdo critica instalada em cada uma das barras pode ser aproximadamente relacionada com a
respectiva variavel de projecto. No caso das estruturas articuladas, a referida tensdo critica ¢ a
tensdo normal maxima instalada na barra e a variavel de projecto € a area da respectiva secg@o
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transversal. E possivel generalizar o conceito de Fully Stressed Design as vigas continuas
desde que se considere como tensdo critica a tensdo normal maxima na secgdo em que ocorre
o momento flector maximo e como varidvel de projecto o mddulo de flexdo. Estas
consideragdes sdo ainda extensiveis a alguns casos particulares relativos a meios continuos.
Refere-se como exemplo a minimizagdo do peso de uma estrutura laminar sujeita a um estado
plano de tensdo e discretizada com elementos finitos de espessura constante. A cada elemento
finito corresponde uma varidvel de projecto, que consiste na respectiva espessura. O Fully
Stressed Design ¢ uma solugfo tal que qualquer diminui¢do da espessura de um elemento

implicaria a violagdo de pelo menos uma restri¢do.

Todos estes exemplos possuem como caracteristica comum a seguinte relagdo de
redimensionamento das barras/elementos, que se baseia no facto de a tensdo critica instalada

ser inversamente proporcional ao valor da varidvel de projecto.

ccrit (61)
(o}

xTt = x4

max

No algoritmo da Figura 6.1 a fase de modificagdo da estrutura pode basear-se na
relagio (6.1), sendo x? o valor corrente de cada varidvel de projecto e x¥*! o valor que daria
origem a uma tensdo instalada igual a 6__ . Apesar de nas estruturas hiperstaticas esta relagdo
ndo ser exacta, € de esperar que a sua utilizagdo sucessiva conduza a uma convergéncia para o
Fully Stressed Design.

De aqui em diante serd apenas referido o caso da minimizagéo do peso de treligas. Os
outros exemplos atrds mencionados seriam tratados de um modo semelhante. A consideragdo
de diversos casos de carga e de restrigdes de drea minima implica uma redefini¢do do conceito
de Fully Stressed Design. Assim, passa a considerar-se que uma trelica apresenta um peso
minimo quando em cada barra estd instalada uma tensdo igual a tensfio méxima em pelo
menos um dos casos de carga, com excep¢do das barras que apresentam area minima. No caso
das treligas hiperstaticas esta afirmagdo pode ndo ser verdadeira, porque é ignorada a
influéncia das variagdes das dreas das barras na distribui¢do das forgas interiores [Ber87].
Mais adiante sera apresentado um exemplo simples em que a solugdo FSD nio ¢ a solugdo
Optima.

Se na optimiza¢do de uma treli¢a forem consideradas restri¢des de area minima e se
existir mais do que um caso de carga, o redimensionamento correspondente a aplicagdo da
relagdo (6.1) pode ser efectuado com o algoritmo apresentado na Figura 6.3. Este algoritmo
assegura que ap0s a primeira iteragdo nenhuma barra possui uma drea inferior & minima. Em
cada barra, a nova 4area € imposta pelo caso de carga que the provoca um maior incremento em
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relagdo ao valor minimo. Se em nenhum caso de carga for necessario que a barra possua uma

area de valor superior a0 minimo, este valor é-lhe atribuido.

|
i =1, n° de barras )

gt _
a i a min
Jj =1, n° de casos de carga >
S N
5 q
g = i a a= Ui q
a o a, a c ai
max min
N
S
g+l _ -
; =a
- \

Figura 6.3 - Algoritmo de redimensionamento das 4reas das barras de uma treliga com vista 2 obtengdo do

Fully Stressed Design.
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6.1.2 - Optimizacio de uma treliga com 10 barras

O algoritmo da Figura 6.1 com o redimensionamento indicado na Figura 6.3 foi
utilizado no calculo do Fully Stressed Design relativo a uma trelica hiperstatica com dez
barras e um caso de carga (ver Figura 6.4) [Kir81].

@ @ 360

© | O

Nota: ndo é considerado o peso préprio.

Figura 6.4 - Treliga com dez barras - geometria e ac¢do exterior.

Pretende-se minimizar o volume da treli¢a indicada na Figura 6.4 supondo as 4reas das
barras como varidveis de projecto. Devem ser consideradas as seguintes restrigdes

desigualdade
a, 20.1 (i=1,..,10) 6.2)
-25<0,<25 (i=1,..,8,10) 6.3)
-50<0,<50 (i=9 6.4)

No Quadro 6.1 ¢ efectuada a comparagdo entre a solugio FSD e a solugdo 6ptima. Esta
ultima foi obtida com o algoritmo indicado na Figura 6.2, que recorre a formulagdo integrada.
A resolug¢do do programa matematico foi efectuada com o programa NEWTOP (ver
Capitulo 5). A optimizagdo de estruturas recorrendo a formulagdo integrada e ao programa
NEWTOP sera apresentada mais adiante neste capitulo.




OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS COM COMPORTAMENTO LINEAR

[y

Quadro 6.1 - Treliga com dez barras - comparagdo da solugfio FSD com a solugdo 6ptima.

Barra Solugdo FSD Solugdo 6ptima
1 4.106066 7.900000
2 3.893934 0.100000
3 11.893934 8.100000
4 0.106066 3.900000
5 0.100000 0.100000
6 3.893934 0.100000
7 11.163708 5.798276
8 0.150000 5.515433
9 0.100000 3.676955
10 5.506854 0.141421
Funcdo objectivo: 17252.360 14976.000

Neste exemplo simples a solugdo FSD apresenta caracteristicas muito distintas da
solugfio 6ptima. Se se repetir o calculo destas solugdes com um valor bastante inferior da area
minima, verifica-se que as barras que 0 algoritmo tenta eliminar séo as que na Figura 6.5 estdo

representadas a tracejado.

100 100 100 100

Solugdo FSD

Solugio 6ptima

Figura 6.5 - Treliga com dez barras - as barras que cada um dos algoritmos tenta eliminar encontram-se

representadas a tracejado.

A solugdo FSD apresenta, além de uma topologia distinta, um valor final da fungdo
objectivo 15% superior a0 correspondente a solugdo optima. Em exemplos mais complexos,
que apresentem barras com médulo de elasticidade e peso especifico distintos € multiplos
casos de carga, a probabilidade de o Fully Stressed Design ser significativamente distinto da
solugdo Optima aumenta consideravelmente. Com o objectivo de avaliar a fiabilidade dos dois
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métodos, foi fornecida como solugdo inicial do algoritmo FSD uma solugdo préxima da
6ptima e como solugdo inicial do algoritmo baseado no método de Newton uma solugéo
parecida com o FSD. Verificou-se que o algoritmo FSD voltou a apresentar uma convergéncia
para o minimo local, apesar de partir da solugdo 6ptima. Com o programa NEWTOP foi
possivel chegar a solugdo 6ptima partindo da solugdo FSD, tendo sido no entanto necessario

realizar um numero de itera¢Ges superior ao habitual.

6.1.3 - Restrigoes de deslocamento

Os métodos baseados na pesquisa do Fully Stressed Design ndo sdo aplicaveis quando
estdo presentes restrigdes de deslocamento. Nestes casos o critério de optimalidade tem de ser
deduzido a partir das condigdes de Karush-Kuhn-Tucker e apresenta-se particularmente
simplificado quando existe uma tnica restri¢do de deslocamento do tipo

g=d—dpy <0 (6.5)
ou
g=d . —d<0 (6.6)

A utilizagdo de (6.5) ou (6.6) depende do sinal do deslocamento, quando a acgéo
exterior actua sobre a estrutura Optima. Uma vez que o deslocamento restringido é na
generalidade dos casos o deslocamento maximo em valor absoluto, o respectivo sinal é a
partida conhecido, mesmo que a solugfo inicial se encontre muito distante da solugfo 6ptima.
De aqui em diante apenas serd referida a restri¢do (6.5), que € a que deve ser utilizada quando
o deslocamento limitado é positivo. As consideragdes relativas a restrigdo (6.6) seriam

semelhantes.

Devido ao facto de sé existir uma restricio desigualdade, as condi¢bes de
Karush-Kuhn-Tucker (ver Capitulo 2) apresentam a seguinte forma simplificada

of og .

— == =1,...,n 6.7
ST he=0 ) 6.7)
g<0 (6.8)
A0 (6.9)

gh=0 (6.10)
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Uma vez que a solugdio do problema de optimizagdo é condicionada por uma unica
restri¢do, admite-se que ela se encontra activa. Nas condigdes de optimalidade (6.7) a (6.10)
pode entdo considerar-se

g=0 (6.11)
A>0 (6.12)

A expressdo (6.7) pode tomar a seguinte forma

og/ ox;

2By =1, ., 6.1
ol @ ) (6.13)
Designando o primeiro membro de (6.13) por D, 0 critério de optimalidade apresenta

uma forma ainda mais simples
D=1 (i=1,..,n) (6.14)

Multiplicando ambos os membros de (6.14) por x? e elevando-os a 1/p obtém-se uma
expressio de redimensionamento que pode ser utilizada na fase de modificagdo da estrutura
do algoritmo de optimiza¢do indicado na Figura 6.1 [Ber87].

s =xt (DFP) (i=1,.m) (6.15)

Com esta expressio sdo calculados os valores das varidveis na iteragdo g+l,
recorrendo apenas a grandezas conhecidas na iteragdo g. O processo iterativo deve ser
interrompido quando duas solugdes consecutivas forem aproximadamente iguais. Este facto
implica que o critério de optimalidade relativo a expressdo (6.14) € respeitado para todos os

valores de i.

Na expressdo (6.15) o valor escolhido para o pardmetro p influencia a velocidade de
convergéncia. Em cada caso deve ser adoptado um valor que corresponda a um conveniente
compromisso entre velocidade e fiabilidade da convergéncia. Para que o processo iterativo
seja convergente € fundamental que o factor D,” P da relagdo (6.15) possua um valor superior

4 unidade quando x, apresentar um valor inferior ao da soluggo final.

Uma vez que o critério de optimalidade (6.14) se baseia na expressdo (6.7), em que
figuram apenas derivadas da fungdo objectivo e da restrigdo, o facto de D, ser unitario para
todos os valores de i ndo implica que a expressdo (6.11) seja respeitada. A solugdo tem
portanto que ser modificada, de modo que a fungdo g passe a apresentar um valor nulo. Esta
modificagdo tem de ser efectuada de tal modo que o critério de optimalidade (6.14) continue a
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ser verificado. Néo foi apresentado ainda nenhum processo de célculo do multiplicador de
Lagrange que figura na expressdo (6.13). Convém salientar que com um sé valor de A a
expressdo (6.7) tem de ser verificada para qualquer valor de i. O critério de modificagdo da
solugdo para que a restricdo g seja respeitada, bem como o processo de calculo do
multiplicador de Lagrange serdo em seguida apresentados no dmbito da minimizagdo do peso
de uma trelica sujeita a uma restri¢do de deslocamento.

O peso de uma treliga pode ser simplificadamente calculado com a seguinte expresséo,
em que o peso especifico p, ¢ o comprimento de cada barra L, sdo constantes e a respectiva

secgdox, =a, € variavel
flrenx) =2 0 Lix, (6.16)
i=1

A fungdo f'¢é portanto a fung¢do objectivo do problema de minimizag@o do peso de uma
treliga. E considerada uma tnica restrigio de deslocamento segundo um dos graus de
liberdade da trelica

glxpeenxy) = d(x),esX, ) = diae <0 (6.17)

Supde-se que quando o unico caso de carga actua na estrutura optimizada, o
deslocamento restringido é positivo e apresenta o seu valor maximo. A restricdo (6.17)
encontra-se portanto activa. O deslocamento d pode ser obtido com a seguinte expressdo em
que E, representa o moédulo de Young do material da barra, N, ¢ 0 esforgo axial quando actua a
solicitagdo real e N, o esforgo axial quando actua uma solicitagdo constituida por uma carga
unitaria segundo o deslocamento d

d(x,...,x,) =

(6.18)

Nas treligas hiperstaticas os esforgos axiais dependem das é&reas das barras,
constituindo as treligas isostticas um caso particular em que N, e N, sdo fungdes constantes.
Derivando a fungo objectivo em ordem a X, obtém-se

of
L b, 1, 6.19
ox, P L (6.19)

A derivada da fungfio g € igual & derivada do deslocamento d em ordem a x, e

apresenta a seguinte expressao
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9g _od __N, N L ”[Li a(N:}V.-)] (6.20)

J J =]
= = - +
axj axj E.x2 Z

E possivel demonstrar que o somatério que figura na expressdo (6.20) € sempre nulo
[Kir81], resultando dai uma grande simplificagio na formulagdo do critério de optimalidade.

og _ NN L 621)
an Ex2 )
77J

Substituindo (6.19) € (6.21) em (6.7) obtém-se

N: N:
xj = ’EJ, p; (6.22)

Esta expressdo pode ser utilizada na fase de modificagdo da estrutura do algoritmo da

Figura 6.1, porque se encontra nas condigdes da expressdo (6.15). O calculo do valor do
multiplicador de Lagrange € a modificagdo da solugdo de modo a tornar a restrigdo g activa
constituem um problema que neste caso s€ resolve do seguinte modo. Considerando 6.17)
como uma igualdade e substituindo d pela expressdo (6.18) obtém-se

n N.N, L,
Aoy = ., ——2 (6.23)
m Epx

Se em (6.23) se substituir X, pelo segundo membro de (6.22), obtém-se uma expressdo
que fornece JA em funcdo de a_.

1 & N.—.p.Lz.
=" = (6.24)
d E,

max j=1

Utilizando este valor do multiplicador de Lagrange em (6.22), obtém-se uma
expressdo de redimensionamento que, a0 Ser utilizada no processo iterativo, conduz a uma

convergéncia para uma solu¢do em que a restrigiio g se encontra activa.

Bl (6.25)



6.14 CAPITULO 6

6.1.4 - Optimizag¢io de uma trelica com 47 barras

Apresentam-se em seguida os resultados relativos & optimizagdo das secgdes das
barras de uma treli¢a sujeita a um caso de carga e a uma restrigdo de deslocamento. Na Figura
6.6 encontram-se todos os dados relativos a este problema.

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
d
3! b
1 2 1 1 1 1 1 2
e e e e e e e e e
—3 ) ) ) 5B 3 5 b o

P =100 kN E =21 000 kN/cm? a>10% cm?

0=10kN d <10cm b=100 cm

Nota: ndo é considerado o peso préprio.

Figura 6.6 - Treliga com 47 barras - geometria, acgdo exterior e restrigdes.

Uma vez que todas as barras sdo constituidas por um unico material, foi considerado
um peso especifico unitario, passando a fungdo objectivo a ser o volume da estrutura. Este
problema foi resolvido por dois métodos distintos. O primeiro baseou-se na aplicagdo do
algoritmo da Figura 6.1, tendo a fase de modificag@o da estrutura sido concretizada com a
relagdo (6.25). O processo iterativo foi interrompido quando duas solugdes consecutivas se
revelaram idénticas. Este facto indica que o critério de optimalidade (6.14) € respeitado. A
solugdo assim obtida foi comparada com a que resulta da aplicagdo do programa NEWTOP
(ver Capitulo 5). A resolugdo de problemas de optimizagdo de estruturas com este programa
sera apresentada mais adiante neste capitulo.

Na aplicagdo de ambos os métodos foi exigida uma solugdo com um erro muito
pequeno, tendo sido efectuado em ambos os casos um numero de iteragdes muito superior ao
habitual. No Quadro 6.2 encontra-se a melhor solugdo que foi obtida com cada um dos
métodos. Estas duas solugdes estdo representadas graficamente na Figura 6.7, tornando-se
assim mais perceptiveis as principais diferengas existentes entre elas. As barras estdo
representadas por cilindros cuja 4rea da base é proporcional a 4rea da sec¢do transversal na
solugdo 6ptima. Foram utilizados algoritmos de iluminagdo, de remogdo de superficies
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escondidas e de dithering. Esta técnica de visualizagdo de solugdes optimas é particularmente
vantajosa no caso das treligas tridimensionais, sendo descrita mais adiante neste capitulo. Da
comparagdo entre as duas solugdes conclui-se que, apesar de algumas barras apresentarem
4reas muito diferentes, os volumes finais sio semelhantes, diferindo em menos de 1%. Esta
pequena diferenga € consequéncia do facto de nas barras de maior 4rea as duas solugdes serem
idénticas. O aspecto mais significativo € o facto de a solugdo obtida com o programa
NEWTOP corresponder a uma estrutura isosttica, enquanto que na outra solucio persiste um
certo grau de hiperstaticidade. As deformadas representadas na Figura 6.8 realgam o facto de
existirem diferengas significativas entre as duas solugdes, apesar de os volumes e as
deformadas na extremidade esquerda se revelarem praticamente coincidentes.

criterio de optimalidade

Figura 6.7 - Trelica com 47 barras - comparago entre a solugdo obtida com base num critério de optimalidade e

a solugfo obtida com o programa NEWTOP.
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Quadro 6.2 - Treliga com 47 barras - comparag#o entre as solugdes obtidas com métodos de optimizagdo

distintos.
Area da barra (cm2)

Barra Critério de optimalidade NEWTOP
1-2 65.259898 64.813875
2-4 67.346883 70.829277
4-6 203.253843 197.930401
6-8 209.615495 213.341352
8-10 353.179074 345.680225

10-12 363.978273 367.228430
12-14 514.347589 505.210094
14-16 529.881604 532.138421
16 - 18 685.988807 675.538365
18-20 706.649490 707.488716
3-5 131.659193 126.821135
5-7 135.826692 138.835934
7-9 275.662434 268.640190
9-11 284.204608 287.374239
11-13 431.256506 422.592513
13-15 444.295633 446.913863
15-17 597.605268 587.650176
17-19 615.590536 617.165656
19-21 774.184156 763.213243
1-3 92.291433 91.660661
2-5 2.942324 8.483828
4-17 98.157686 91.924513
6-9 6.016446 12.674980
8-11 103.183964 95.488653
10-13 9.159379 15.523625
12-15 107.580726 99.387743
14-17 12.399083 17.925145
16-19 111.376185 103.139535
18-21 . 15.241167 20.040928
3-4 93.852165 87.646582
5-6 2.942324 8.483825
7-8 99.209551 91.423424
9-10 6.016446 12.674980
11-12 103.871242 95.488655
13-14 9.159378 15.523625
15-16 107.849152 99.387745
17-18 12.399083 17.925146
19-20 111.376186 103.139536
2-3 2.864549 0.000001
4-5 0.000001 0.000001
6-17 2.546248 0.000001
8-9 0.000001 0.000001
10-11 2.279626 0.000001
12-13 0.000001 0.000001
14-15 1.267409 0.000001
16-17 0.000001 0.000001
18-19 0.000001 0.000001
Volume (cm3) —» 896148.364 887799.004
(+0.94%) (methor solug3o obtida)




OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS COM COMPORTAMENTO LINEAR 6.17

Critério de optimalidade
— —— — NEWTOP

Figura 6.8 - Treliga com 47 barras - comparagdo das deformadas correspondentes as duas solugdes obtidas.

Na Figura 6.9 esta representada a evolugdo do volume da estrutura com O processo
iterativo correspondente & optimizagdo baseada num critério de optimalidade. O aspecto mais
relevante que ai se pode observar ¢ o da rapida convergéncia apresentada por este método.
Apbs a realizagdo de apenas duas iteragdes, o volume da estrutura apresenta ja um valor que
excede em menos de 1% o correspondente & solugdo final. Segue-se uma fase de convergéncia
lenta, tendo sido necessério realizar centenas de iteragdes para obter 0s resultados do
Quadro 6.2. Este numero elevado de iteragdes teve como objectivo a obten¢do de solugdes

muito precisas, de modo a facilitar a comparago entre os dois métodos.
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Volume (cm3) T

3.0e+06

2.0e+06

1.0e+06

0.0e+00 s 1 . , ) L 1 ) . ) | L 1 .
0

1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12 13 14 15 lteragdes

Figura 6.9 - Trelica com 47 barras - optimizago baseada num critério de optimalidade.

6.1.5 - Observacgoes finais

A resolugdio do mesmo problema por dois métodos distintos permitiu constatar que a
verificagdo do critério de optimalidade (6.14) ndo implica que a solugdo corresponda ao
minimo global. O aspecto mais atraente dos métodos de optimizac¢do baseados em critérios de
optimalidade consiste na convergéncia para uma solugdo Optima ou quase éptima com um
reduzido ntimero de iteragdes. A capacidade de resolugdo de problemas com um elevado
niimero de variaveis e os baixos tempos de CPU que estes métodos apresentam sdo vantagens
que resultam do facto de em cada iteragfo ser exigido ao computador pouco mais do que o
esfor¢o correspondente a uma analise da estrutura.

A simplicidade do problema abordado na secgdo 6.1.4 ocultou algumas dificuldades
que surgem frequentemente na formulagdo dos métodos baseados em critérios de
optimalidade. A adaptagdo do método apresentado na secgdo 6.1.3 a situagdes em que estdo
presentes miiltiplas restricdes de deslocamento e miltiplos casos de carga ¢ possivel, devendo
nesse caso ser utilizadas expressdes que vdo actualizando os valores dos diversos
multiplicadores de Lagrange durante o processo iterativo [Kir81]. A esta fase estdo ja
associados alguns problemas, tais como a selecgdo dos valores iniciais dos multiplicadores de
Lagrange e a defini¢do do conjunto de restrigdes activas. Se no problema de optimizaggo



OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS COM COMPORTAMENT! O LINEAR 6.19

estiverem também presentes restrigdes de tensdo, ndo ¢ possivél deduzir uma férmula de
redimensionamento com as caracteristicas da relagdo (6.25) [Ber87]. Esta dificuldade
associada ao facto de as restrigdes de tensdo estarem presentes em quase todos os problemas
de optimizagéo de estruturas constitui uma grave desvantagem para 0s métodos baseados em
critérios de optimalidade. Estes métodos encontram-se limitados a resolugdo de problemas de
minimizac¢do do peso da estrutura, ndo sendo possivel com a formulag¢do actual considerar

outras grandezas como fungéo objectivo [Van93].

Conclui-se portanto que a elevada eficiéncia associada aos métodos de optimizagdo
baseados em critérios de optimalidade s6 pode ser explorada em situagSes particulares, pelo
facto de surgirem grandes dificuldades na formulagdo de problemas mais genéricos [Ram94].
As solugdes que satisfazem critérios de optimalidade simples podem constituir uma referéncia
na preparagdo de solugdes iniciais destinadas a serem utilizadas em algoritmos de optimizagdo

mais versateis.

6.2 - ANALISE DE SENSIBILIDADES

No algoritmo de optimizagdo de estruturas apresentado na Figura 6.1, a fase de
modificagdo da estrutura pode ser efectuada com recurso a programagdo matematica. Nesta
fase os métodos habitualmente utilizados requerem o calculo dos gradientes da fungéo
objectivo e das restrigdes. Na optimizagdo de estruturas cujo comportamento € traduzido pelo
método dos deslocamentos, é necessario calcular primeiras derivadas de funges que
dependem das varidveis de projecto e dos deslocamentos dos nos. Se o comportamento da
estrutura for linear, é possivel e vantajoso considerar os deslocamentos de um modo implicito
para que o numero de variaveis do problema de optimiza¢do néo seja muito elevado. Uma vez
que a fungdo objectivo ndo depende em geral dos deslocamentos dos nos, as consideragdes
que se seguem apenas se referem ao calculo de derivadas das restrigdes em ordem as varidveis
de projecto, considerando os deslocamentos de um modo implicito. Este procedimento €

habitualmente designado analise de sensibilidades.
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6.2.1 - Formulagio

Considerando, sem perda de generalidade, que no problema de optimizagdo existe uma
s6 restri¢fio desigualdade g e uma s6 varidvel de projecto x, tem-se

g(x, u (x)) <0 (6.26)

Nesta expressdo u representa o vector dos deslocamentos segundo os diversos graus

de liberdade da estrutura. A consideragdo de miltiplas restrigdes e multiplas variaveis de
projecto implica apenas uma repeti¢do dos procedimentos que serdo em seguida apresentados.
Na expressdo (6.26) a fungdo g depende explicita e implicitamente da variavel x, uma vez que
os deslocamentos também dependem do valor de x. A derivada total de g em ordem a x tem
portanto que ser calculada do seguinte modo

Tdu
d_g___a_g+ og| =~ 6.27)

dc oOx |oul| dx

Se, por exemplo, a restrigdo g for uma restrigéo de tensdo do tipo
g(x, u) = c(x,u) —Opmax S0 (6.28)

as derivadas de g coincidem com as derivadas de G, uma vez que G ,,, € constante.

Em (6.27) o termo dg/dx é em geral fécil de obter, quer por derivagdo de expressdes
simples, quer por diferengas finitas. No calculo deste termo apenas € considerada informagéo
relativa ao elemento que contém o ponto em que a tensdo € restringida. No caso da
optimizagio das secgdes das barras em treligas, o termo 9g/0x € nulo, porque a tensdo

instalada em cada barra nio depende da area da respectiva secgdo transversal.

A derivada parcial dg/0u que figura em (6.27) é também fécil de obter pelos mesmos
motivos atras referidos para o caso de Jg/éx. No vector Jg/Ou apenas sio ndo nulas as
derivadas em ordem aos deslocamentos dos nds do elemento que contém o ponto em que a
tensdo € restringida.

A derivada du/dx ndo pode em geral ser obtida directamente, pelo facto de ndo se

dispor de expressdes que relacionem os deslocamentos com as varidveis de projecto. Se o seu
calculo for efectuado por diferengas finitas, é necessario efectuar tantas anélises da estrutura
quantas as variaveis de projecto. Exceptuando situagdes particulares, cada perturbagdo de uma
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variavel de projecto introduz alteragdes na matriz de rigidez global, dando assim origem a um

novo conjunto de deslocamentos em toda a estrutura. Recorrendo as equagdes de equilibrio, o
calculo de du/dx pode ser efectuado de um modo mais eficiente

K(x)u(x) = F(x) (6:29)
dzj d {7 d 1~<
If-zx'=-zx——-a—lj (6.30)

Nesta expressio o termo d F/dx ¢ facilmente obtido, quer por derivagio de

expressdes simples, quer por diferengas finitas. Na generalidade dos casos s6 sdo ndo nulos o0s
termos relativos aos graus de liberdade do elemento afectado pela variagdo de x. Estas
consideragdes sdo extensivas ao calculo de d K/ dx. Neste caso, em vez de derivar a matriz de
rigidez global da estrutura, ¢ possivel e vantajoso efectuar a derivagdo ao nivel do elemento e

proceder em seguida ao espalhamento dessas derivadas.

No caso de existir apenas uma varidvel de projecto, o vector d u/ dx é obtido com uma

{nica analise da estrutura. Se existirem multiplas varidveis de projecto, a expressdo (6.30)
corresponde a um sistema de equagdes com um nimero de vectores de termos independentes
igual ao numero de variaveis de projecto. Se o sistema de equagdes for resolvido por
eliminagdo de Gauss ou factorizagdo, a resolugdo de (6.30) com n vectores de termos

independentes apresenta um custo muito inferior a0 de n analises da estrutura. Este
procedimento para o calculo de d u/ dx é designado método directo [Kod93].

Se se explicitar d u/ dx na expressio (6.30), pode-se efectuar a sua substitui¢cdo em

(6.27), resultando

T
dF dK
dg _%8 |08 | | == (6.31)

-—u

& o loul ~ | & dx -

A utilizagdo desta expressdo ndo apresenta qualquer vantagem, porque nela figura a

inversa da matriz de rigidez global, cujo calculo tem geralmente um custo incomportavel.
Efectuando uma andlise da estrutura com Og / 0u como vector solicitagdo, obtém-se um

conjunto de deslocamentos A, que serdo em seguida utilizados no célculo de dg/dx. O recurso

a esta analise auxiliar da estrutura permite a utilizagdo de (6.31) sem a necessidade de inverter
a matriz de rigidez global. O vector 0g / du é designado solicitagdo da estrutura adjunta e os

deslocamentos A sdo as varidveis adjun{as (Kod93]. O calculo do vector A implica a

resolucdo do seguinte sistema de equagdes lineares



6.22 CAPITULO 6

Y

KA = (6.32)

(o))
!

Efectuando a transposi¢do de ambos os membros, seguida da multiplicag@o por K e

atendendo a simetria de K e de K™ , obtém-se

T

g_i K = [ A]T (6.33)

A substituicdo de (6.33) em (6.31) conduz a expressdo final que permite efectuar o
célculo de dg/dx de um modo eficiente

dF dK
dg 0Og []T - -
g _% (AT =__= 34
a ox & dr o (6.34)

-~

Nesta expressdo o calculo de A recorrendo a (6.32) é geralmente a fase que mais

recursos exige do computador. Conforme foi atras referido, as derivadas que figuram em
(6.34) sdo em geral calculadas de um modo eficiente. O célculo de dg/dx recorrendo a (6.32) e
(6.34) é designado método da estrutura adjunta.

Em ambos os métodos apresentados, a fase que mais recursos exige do computador
consiste na resolu¢do de um sistema de equagdes, cuja matriz dos coeficientes € a matriz de
rigidez global da estrutura. De acordo com (6.30), e designando por 7 o ntimero de varidveis
de projecto e por nc o niimero de casos de carga presentes no problema de optimizagdo de
estruturas, verifica-se que a utilizagdo do método directo requer uma anélise da estrutura com
um numero de vectores de termos independentes igual a n x nc. Se for utilizado o método da
estrutura adjunta, o niumero de vectores em (6.32) € igual ao numero de restrigdes (m). A
eficiéncia relativa dos dois métodos depende das caracteristicas do problema de optimizagZo,
devendo ser utilizado aquele que apresentar um menor niimero de vectores de termos
independentes em (6.30) ou (6.32).

6.2.2 - Exemplos

Apresenta-se em seguida um exemplo muito simples destinado a esclarecer a aplicagéo
do método directo ¢ do método da estrutura adjunta ao célculo da derivada total de uma
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restri¢do em ordem a uma varidvel de projecto. Na Figura 6.10 encontram-se as caracteristicas

de uma viga em consola de secgdo quadrada solicitada apenas pelo peso proprio.

p = peso proprio

o IFETEREERRRR RN ERY]

E=142., 9:‘ ul%}ﬁz

v ' ‘ 7
x = 1 (solugdo corrente) -\\h \FL H

Figura 6.10 - Analise de sensibilidades numa viga em consola.

Neste problema existe uma {nica variavel de projecto, que é a largura da secgdo
quadrada. A restrigdo cuja derivada se pretende conhecer resulta do facto de a tensdo normal

no ponto 4 ndo poder exceder O .
g=6,-0.x<0 (6.35)

Devido ao facto de a consola ser uma estrutura isostatica, neste problema seria simples
calcular g(x) e dg/dx recorrendo apenas a equacdes de equilibrio. No entanto, tendo em vista a
exemplificagdo do célculo de dg/dx em estruturas hiperstaticas, sdo considerados dois graus de
liberdade (u;, u2) e as respectivas equagles de equilibrio. A andlise de sensibilidades €

efectuada com base num valor unitario da variavel x.

Recorrendo as expressdes habituais relativas a aplicagio do método dos deslocamentos
a estruturas porticadas, obtém-se a seguinte expressdo para a restri¢do g

6 (6EI  2EI 12
g=;3( 7 -7 u2+‘z:2 )—cmso (6.36)

Substituindo as constantes de acordo com os dados resulta
12
g=36xu —12xu; +——Oma 6.37)
x

Uma vez que O, ¢ uma constante, a restrigio g apenas depende de x ¢ de u,

encontrando-se portanto nas condig¢des da expressdo (6.28). A obtengdo de dg/dx pelo método
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directo requer os seguintes calculos preliminares relativos a analise da estrutura pelo método
dos deslocamentos

12E1 6EI 4 4
Iz —? 12x —6x 12 -6
K= = = (6.38)
- 61';1 4El -6x* 4x* -6 4
L L
L
p? 122 ] [12
Fe - - (6.39)
_p| 2] |2
12
3
Ku=F = u= [4] | (6.40)

Procede-se em seguida ao célculo das derivadas parciais de (6.37)

og 12

2~ 36u, — 124, — — =48 6.41
o U ) 22 ( )
og [36x] [36

du [—12x] - [-12 (6.42)

A obtencdo de d u/ dx com (6.30) requer o calculo das seguintes derivadas

dF 24x] [24 643
e |-4x| |4 (6.43)
dKk [ 3 3

-24 48 -24
—_—= 48x ; ’; = : (6.44)
dc  [-24x° 16x -24 16

Substituindo (6.38), (6.43), (6.44) e (6.40) em (6.30) e resolvendo o sistema de
equagdes que dai resulta, obtém-se
du [_g "
. [ ] (6.45)

dx -8

A substituiciio de (6.41), (6.42) e (6.45) em (6.27) conduz ao valor final de dg/dx que
é -72.
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O célculo desta mesma derivada pelo método da estrutura adjunta requer a resolug@o
do sistema de equagdes (6.32), cuja solugdo €

A—6 6.46
- 16 (6.46)

Substituindo (6.41), (6.46), (6.43), (6.44) e (6.40) em (6.34), obtém-se também -72
como valor de dg/dx. Esta coincidéncia de resultados era esperada porque em ambos 0s
métodos foram utilizados os valores exactos das derivadas e ndo foram efectuadas
simplificagdes nem arredondamentos. As diferencas fundamentais entre os dois métodos

envolvem apenas questdes relacionadas com a eficiéncia computacional de cada um deles.

Para que a aplicagdo dos métodos de analise de sensibilidades ndo se restringisse ao
exemplo simples atras apresentado, foi desenvolvido um programa de computador destinado
ao calculo de derivadas de tensdes em ordem as variaveis de projecto. Uma vez que diversas
fases do algoritmo sdo semelhantes as que ja se encontram disponiveis em programas de
analise de estruturas, optou-se por efectuar o desenvolvimento a partir de um programa
simples de andlise de trelicas planas. Devido ao facto de os dois métodos de analise de
sensibilidades atras descritos apresentarem grandes semelhangas entre si, apenas foi
programado o da estrutura adjunta. Os resultados que podem ser obtidos com este programa
consistem essencialmente nas derivadas de tensSes € deslocamentos em ordem as varidveis de

projecto, que sdo as areas das barras.

Na Figura 6.11 encontra-se a representagdo grafica da derivada da tensdo na barra AB
(o AB) em ordem a cada variavel de projecto (x,.). Cada barra foi representada com uma
espessura que é proporcional ao valor absoluto de do 45 / dx,. Para distinguir os valores
positivos dos negativos foram utilizados dois tons de cinzento. O maior valor absoluto da
derivada esta associado & variagdo da tensdo em AB quando varia a drea da prépria barra AB.
Na maior parte das barras, a um aumento da 4rea da secgdo transversal corresponde uma
diminui¢do da tensdo em 4B, implicando um sinal negativo da derivada. Na Figura 6.11
pode-se verificar que s6 um reduzido nimero de barras apresenta derivada positiva.
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a=10 Glz

100 kN 100 kN E = 20000 ki/ca?
100 kN d U—m iet
Ne —_— - Derivada T pos va
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400 om 400 cm 400 cm

Figura 6.11 - Trelica sujeita a acgdes horizontais - representagdo de dG 45 / dx; com barras cuja espessura é

proporcional ao valor da derivada.

6.2.3 - Observagdes finais

Os exemplos simples atrds apresentados destinaram-se apenas a transmitir parte da
experiéncia adquirida com a utilizagdo dos métodos de analise de sensibilidades. Para além
das formulagSes aqui apresentadas existem outras, que apesar de serem semelhantes, se
revelam vantajosas em certas circunstancias [Bel82]. Estes métodos sdo ainda extensiveis ao
calculo de segundas derivadas [Kod93] e a anlise de sensibilidades de estruturas com
comportamento ndo linear [Aro87a].

Os métodos de analise de sensibilidades sdo geralmente associados a programas
convencionais de analise de estruturas e a modulos de programagdo matemadtica, que sdo
utilizados como caixa negra [Mot88]. De um modo geral, apenas sdo calculadas primeiras
derivadas da fungdo objectivo e restrigdes e apenas ¢ abordada a optimizagdo de estruturas
com comportamento linear. Em certas situagdes, tais como a optimizagdo de forma em meios
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continuos, algumas das derivadas utilizadas na anélise de sensibilidades ndo sdo passiveis de
ser calculadas analiticamente, tornando necessdrio O recurso ao respectivo calculo por
diferengas finitas [Esp87] [Bec91]. Nestes casos, surge imediatamente a dificuldade da
escolha do valor da perturbagdo a utilizar no célculo dessas derivadas. De um modo geral,
verifica-se que o rigor dos resultados depende significativamente do valor desse
parametro [Kod93].

Os métodos tradicionais de optimizagdo de estruturas, baseados em critérios de
optimalidade ou na analise de sensibilidades, foram desenvolvidos com o objectivo de
apresentarem uma performance que tornasse possivel a resolugdo de problemas reais. De um
modo geral, esse aumento de eficiéncia foi conseguido recorrendo a uma simplificagdo da
aproximagdo do problema inicial. Esta estratégia teve como consequéncia uma consideravel
diminui¢do da robustez e da versatilidade dos métodos de optimizagio [Aro87b]. Estudos
comparativos entre diversos métodos aplicados & optimizagdo de estruturas revelaram a
existéncia de grandes dispersdes de resultados [Bel82] e de falta de fiabilidade na obtengdo do
minimo global [Van84]. Uma comparagdo mais pormenorizada entre esses métodos e os que
foram desenvolvidos no dmbito do presente trabalho é apresentada no Capitulo 5 ¢ no final
deste capitulo. Numa tentativa de resolver os problemas dos métodos tradicionais, sem
comprometer significativamente a eficiéncia, optou-se no presente trabalho por abordar a
optimizagdo de estruturas por intermédio da formulagdo integrada (Figura 6.2) e recorreu-se a
um método de segunda ordem em que todas as derivadas sio calculadas analiticamente pelo
proprio programa de computador (ver Capitulo 5). Os pormenores desta formulagdo sdo em

seguida apresentados.

6.3 - OPTIMIZACAO DE TRELICAS PELO METODO DE NEWTON -
FORMULACAO INTEGRADA

O programa de célculo automatico que recorre ao método de Newton para a resolugdo
do problema de minimizag&o de uma fungdo com restri¢des (NEWTOP) nio utiliza nenhum
dos métodos de andlise de sensibilidades atras descritos. Este programa necessita de um
conjunto de ficheiros de dados que descrevam o programa matematico e respectiva solugdo
inicial, procedendo internamente a0 calculo de todas as primeiras e segundas derivadas. E
portanto necessdrio acrescentar 0s deslocamentos a0 conjunto das varidveis de projecto
(formulagdo integrada), aumentando assim a dimensdo do programa matematico [Haf85]
[Bar89]. Na pratica, este facto sO se afigura como um grave inconveniente quando o nimero
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de casos de carga é elevado, porque as variaveis de projecto relativas a deslocamentos tém de
ser repetidas para cada um deles. Este aumento do nimero de varidveis também se torna
significativo quando a estrutura tem poucas variaveis de projecto independentes e muitos
graus de liberdade. A opgdo pela formulagdo integrada baseia-se no facto de se pretender
abordar a optimizag¢fio estrutural de um modo mais versétil e robusto, que permite uma
extensio simples as estruturas com comportamento ndo linear. Surpreendentemente, o
sacrificio da eficiéncia acabou por se revelar pouco significativo.

6.3.1- Geragio do programa matemaitico

O programa de computador que procede a geragdo das expressdes que constituem o
programa matematico foi desenvolvido a partir do programa FEMIX [Aze92]. Este programa
permite efectuar a andlise de estruturas com comportamento linear, podendo a respectiva
discretizagdo ser efectuada por elementos finitos planos, tridimensionais, laminares ou
prisméticos. Nestes tltimos pode ser considerado um comportamento apenas axial (treliga) ou
axial e de flexdo (portico). Neste capitulo apenas sdo referidos os elementos de trelica e no
Capitulo 7 os resultados da optimizagdo s3o validados recorrendo ao elemento de portico.

A geragio dos ficheiros que constituem os dados do programa NEWTOP ¢ efectuada a
partir de dois ficheiros que contém a descri¢do da trelica e alguns elementos especificos do
problema de optimizagdo.

O primeiro ficheiro contem toda a informagéo que pode ser partilhada com o programa
de anélise linear (FEMIX) e que consiste essencialmente nos seguintes blocos de dados:

- geometria;

- condigdes fronteira;

- propriedades dos materiais;

- caracteristicas das sec¢0es transversais das barras;
- ac¢Oes em cada caso de carga .

Os dados que nio sdo fixos do ponto de vista da optimizagdo (e.g., secgdo transversais)
sdo incluidos na solugdo inicial. Em cada caso de carga tém de figurar todas as acgdes que
constituem uma combinag3o, ao contrario do que é habitual na andlise linear de estruturas.
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O segundo ficheiro contém os dados especificos do problemas de optimizagdo, sendo
constituido fundamentalmente pelos seguintes blocos de dados:

- custo especifico dos materiais;
_ valores minimos e maximos dos pardmetros que definem a secgéo transversal;

* - parimetros associados a0 relacionamento entre o momento de inércia e a drea da

secgdo transversal;
- valores minimos e maximos das tensdes nos materiais para cada caso de carga,
- valores minimos e méaximos de deslocamentos de nos para cada caso de carga.

Os valores limite das tensdes nos materiais dependem do caso de carga, porque, no
caso de coexistirem combinagdes relativas a diferentes estados limites, pode haver

necessidade de limitar nuns casos as tensdes ao seu valor de célculo e noutros a valores de

seguranga.

Os ficheiros de dados do programa de optimizagio (NEWTOP) t€m de conter a

seguinte informagdo:
= Fungdo objectivo

— Restri¢des igualdade
- equagdes de equilibrio dos nos

— Restri¢des desigualdade
- restri¢des de area minima
- restri¢des de area maxima
- restrigdes de deslocamento em nos
- restri¢des de tensdo maxima e minima

- restri¢des de encurvadura local

— Substitui¢do de varidveis
- deslocamentos fixos
- ligagdo entre varidveis

= Restri¢des adicionais acrescentadas pelo utilizador
= Declaragdo dos nomes das variaveis

= Solugdo inicial
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Funcgdo objectivo

Para o tipo de problemas abordados neste capitulo, a fungfo objectivo pode sempre
ser considerada como um custo que se pretende minimizar. A sua expressdo genérica é a
seguinte

NB
C=Y ¢Laq, (6.47)

sendo C o custo associado & solugdo, NB o nimero de barras, ¢; o custo por unidade de
volume relativo ao material da barra i, L; e a; respectivamente o comprimento € a 4rea da
barra. Se se pretender minimizar o volume da estrutura os coeficientes ¢; devem ser unitarios.
Se se pretender minimizar o peso da estrutura os coeficientes ¢; devem representar o peso por
unidade de volume do material da barra.

Uma vez que a geometria da estrutura e as propriedades dos materiais se supde
constantes, a fun¢do objectivo é uma fung¢fo linear das dreas das barras.

Restri¢oes igualdade

Cada grau de liberdade ndo impedido necessita de uma equagdo de equilibrio de forgas
que constitui uma restri¢do igualdade. Estas restrigdes sfo fungdes que dependem das areas
das barras que convergem no né e dos deslocamentos dos nés associados a esses barras. Em
cada termo dessas fungdes surgem produtos area-deslocamento que fazem com que as
equagdes de equilibrio sejam restri¢Ges ndo lineares.

Nas equagdes de equilibrio figuram também as ac¢Oes exteriores e 0 peso proprio das
barras, que depende da respectiva rea.

As equagdes de equilibrio relativas a graus de liberdade impedidos podem ser omitidas
porque cada uma delas introduz uma nova variavel, que € a reac¢do de apoio. Por este motivo
estas restri¢des ndo influenciam a solug@o do problema de optimizag&o. Exceptuam-se as raras
situagdes em que uma ou mais reacgdes de apoio sdo referidas nas restrigdes desigualdade.

Restri¢des desigualdade

As restrigdes desigualdade que limitam as dreas das secgdes transversais e os
deslocamentos dos nés impde valores minimos e méaximos das varidveis de projecto (side
constraints), sendo portanto restri¢des lineares do tipo
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Xoin SX; S Xax (6.48)

min

As restri¢des de area minima devem ser sempre incluidas na formulagdo, para evitar
que na solugdo aparegam 4reas negativas, que néo t€m significado fisico, nem éareas nulas, que
implicam uma alteragdo da topologia da estrutura.

As restrigSes de drea maxima devem ser evitadas porque podem facilmente provocar a
inexisténcia de uma solugdo admissivel. A sua inclusio conduz também a um aumento da
probabilidade de se obter uma solugio com valores negativos nos multiplicadores de

Lagrange associados a restri¢des desigualdade.

Nas estruturas articuladas, a tensdo instalada em cada barra depende linearmente dos
deslocamentos dos respectivos nds de extremidade, sendo independente da area da secgdo
transversal. As expressdes das tensdes intervém directamente nas restrigdes de tensdo

méxima, minima e de encurvadura local, que apresentam as seguintes expressdes genéricas

o < c(d) <Oy (6.49)

s, < c(d) (6.50)

Em (6.50) o, depende da menor inércia da secgdo transversal, que na generalidade
dos casos pode ser expressa em fungdo da area.
n’E I(a) (6.51)

Gy =——3
cr 2
Ly a

O programa de computador que procede a geragdo automatica do programa
mateméatico destinado 4 minimizagdo do custo da estrutura considera as seguintes

simplificagles:
- todos os nos da estrutura articulada estdo de alguma forma contraventados;

. o comprimento de encurvadura (Lo)coincide com o comprimento da barra (L);

- ndo ¢ considerada qualquer curva de transi¢do entre a encurvadura em regime

elastico e a auséncia total de encurvadura;

- arelagioI(a)/aé aproximada por um polinémio do terceiro grau.
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Substitui¢do de varidveis

As equagdes de equilibrio dos nds e as restrigdes de tensdo sdo formuladas e gravadas
no ficheiro que contém o programa matematico sem considerar os deslocamentos impedidos,
que sdo colocados num ficheiro auxiliar destinado a armazenar restrigdes susceptiveis de
serem directamente substituidas no programa matematico. Deste modo consegue-se uma
redugdo do numero de variaveis de projecto e uma simplificagdo do algoritmo de geragdo do
programa matematico. Estas restrigdes podem ser do tipo

X; = const, (652)

X; = COnst.*x; (6.53)

A substitui¢do destas restri¢des é efectuada pelo programa NEWTOP de um modo
automatico e independente do problema que esta a ser tratado (ver secgdo 5.3).

Nos problemas de optimizagdo pode haver interesse em obter uma solugéo em que um
determinado grupo de varidveis de projecto apresente o mesmo valor final. E também
frequente pretender-se uma solugdo simétrica quando as acg¢bes ndo sdo simétricas. Este
procedimento designa-se por ligagdo entre variaveis (variable linking) e deve ser incluido no
programa matematico por intermédio da substituigdo de varidveis, utilizando as restri¢des do
tipo (6.53).

Restrigdes adicionais acrescentadas pelo utilizador

O utilizador pode ainda acrescentar ao programa matemaético restri¢ges igualdade ou
desigualdade distintas das que sdo automaticamente geradas. Estas restrigGes adicionais tém
de ser criteriosamente estudadas de modo a néo tornar o problema de optimizag¢do impossivel.
Apresenta-se como exemplo da necessidade de incluir restri¢des adicionais uma situagdo em
que se pretende uma solugdo Optima para uma estrutura que possui um angulo que tem de
permanecer constante quando actua a acgdo exterior. Pretende-se ainda que esta condig@o seja
verificada sem efectuar qualquer alteragdo da topologia da estrutura. Na Figura 6.12
apresenta-se um exemplo em que se pretende que os segmentos AB ¢ BC permanegam
ortogonais.

A restri¢do que tem de ser acrescentada ao programa matematico € neste caso

Lypd,, — Lypdp, + Lpcdy ~ Lpcdp, =0 (6.54)
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Figura 6.12 - Restri¢des adicionais destinadas a garantir que os segmentos 4B e BC permanecem ortogonais.

Declaragdo dos nomes das varidveis

A declaracdo dos nomes das variaveis destina-se, tal como nas linguagens de
programagdo, a permitir uma validagdo o mais completa possivel de todas as componentes do
programa matematico. Esta validagio é particularmente importante quando o programa

matematico ¢ preparado ou modificado pelo utilizador.

Solugdo inicial

O aspecto mais delicado da preparagdo do conjunto de dados para o programa
NEWTOP ¢ o da selecgdo da solugdo inicial. Na optimizagdo das secgdes das barras de
trelicas, a solugdo inicial engloba trés grandes grupos de variaveis: 4reas das barras,
deslocamentos segundo graus de liberdade ndo impedidos e deslocamentos segundo graus de

liberdade impedidos.

O programa que procede a geragdo do programa matematico considera como valores
iniciais das 4reas das barras os valores correspondentes a solugdo corrente que se encontra no
ficheiro de dados que é comum 3 analise de estruturas. Contudo, essas areas iniciais tém na
generalidade dos casos que ser pré-dimensionadas recorrendo a um critério mais ou menos
elaborado. Se a solugdo inicial se encontrar muito distante da solugio final do problema de

optimizag@o, corre-s€ 0 risco de ndo conseguir convergéncia.

Os deslocamentos segundo graus de liberdade ndo impedidos devem ter como valores
iniciais os correspondentes ao conjunto de secgdes transversais considerado nessa mesma
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solucdo inicial. Se isto ndo se verificar, torna-se mais dificil conseguir uma solugdo para o
problema de optimizagdo. No caso da optimizagdo de treligas com comportamento elastico ¢
facil satisfazer este requisito, porque o programa NEWTOP calcula os valores iniciais de n
variaveis declaradas como varidveis dependentes, desde que existam n restrigdes igualdade
que constituam um sistema de equages. No presente caso, este sistema € constituido por »
equagdes lineares, que sdo as equagdes de equilibrio relativas aos graus de liberdade ndo
impedidos, -sendo as n incdgnitas os respectivos deslocamentos. Se a estrutura nao for
hipostatica as n equagdes sdo linearmente independentes e a solugdo do sistema de equagdes

obtém-se com uma Unica iteragdo (ver Capitulo 5).

Os deslocamentos segundo graus de liberdade impedidos podem ter qualquer valor
como solugdo inicial, porque se tratam de varidveis que vdo ser substituidas antes de se

calcular os valores iniciais dos restantes deslocamentos.

Uma vez que os valores iniciais dos deslocamentos ficam automaticamente definidos
depois de escolhidas as 4reas iniciais das barras, sio apenas estas as varidveis cujo valor
inicial tem de ser arbitrado pelo utilizador. Apresentam-se em seguida trés estratégias

alternativas para determinar os valores iniciais das 4reas das barras.

1) Comegar com uma solugfo constante, iniciar o processo iterativo com um maximo
de 4 e 6 iteragdes e utilizar a solugfo corrente apds este limitado numero de
iteragdes como solugdo inicial de um novo processo iterativo. Pode ser necessario
repetir mais do que uma vez este procedimento. Esta estratégia deve ser utilizada
quando se parte de uma solugdo inicial em que todas as barras tém a mesma
sec¢do, ou sempre que a solugdo inicial se encontre muito distante da solucgo final.
Uma vez que os pardmetros associados ao scaling sdo calculados com base na
solugio inicial, revela-se importante para a fiabilidade do processo iterativo que
esses parimetros sejam calculados com base numa solugdo tdo préxima quanto
possivel da solugdo final. Na generalidade dos casos, incluindo aqueles em que se
inicia o processo iterativo a partir de uma solugo distante da final, verifica-se que
nas primeiras iteragdes a solugdo evolui na direc¢do correcta, justificando-se assim

a estratégia atras sugerida.

2) Nos casos em que apenas se estejam a considerar restri¢des de tensdes e de area
minima, deve-se calcular em primeiro lugar a solu¢do correspondente ao Fully
Stressed Design (FSD). Quer se trate de um problema com um caso de carga ou
com varios casos de carga, a solugdo FSD pode ser um minimo local e ndo se
dispde de multiplicadores de Lagrange para a diagnosticar. Por este motivo, deve-
se tentar obter uma nova solugdo ou confirmar a anterior recorrendo ao programa
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NEWTOP. Nestes casos a solugdo inicial deve ser a sélucé‘.o FSD com as secgOes
transversais das barras multiplicadas por um factor arbitrario compreendido entre
l.1el.5.

3) Nos casos em que sdo0 também consideradas restrigSes relativas a deslocamentos
de nds, pode-se adoptar uma estratégia semelhante & do ponto anterior, com a
unica diferenga de ser neste caso utilizado um factor multiplicativo das areas das
barras que torne a solugdo admissivel. Este factor pode ser facilmente determinado
percorrendo todas as restrigdes deslocamento em todos os casos de carga €
calculando em cada caso a razdo entre O deslocamento na solugdo FSD e o
deslocamento admissivel. O maior destes valores ¢ o factor procurado, que sera
adiante referido por K- Para evitar que uma ou mais restri¢oes deslocamento se
encontrem activas para a solugdo inicial do programa NEWTOP, deve-se utilizar
um valor de K, ligeiramente superior ao que foi determinado pelo processo atras

referido.

O tempo de CPU associado 4 determinagdo da solugdo inicial pelos processos atras
referidos é muito inferior ao correspondente a fase iterativa pelo método de Newton.
Verifica-se ainda que a solugdo FSD se obtém com uma precisdo satisfatoria efectuando 50 a
100 ciclos de analise e dimensionamento da estrutura. Na generalidade dos casos ndo se revela
necessario recorrer a outros processos para a obtengio da solugdo inicial. As situagdes em que
ndo se obtém convergéncia sdo em geral ultrapassadas recorrendo a modificagdes de alguns
pardmetros que condicionam o comportamento do processo iterativo. Referem-se em seguida

algumas situagdes em que se torna necessério proceder de um modo diferente do habitual.

Sempre que se verifiquem acentuadas variagdes da solugdo nas primeiras iteragdes ou
quando varidveis que tém de ser positivas (e.g., areas das secgBes) assumirem valores
negativos, deve-se diminuir o valor maximo do pardmetro de pesquisa unidimensional (amax)
e/ou aumentar o valor inicial dos multiplicadores de Lagrange. O pardmetro O, poderd

regressar ao valor unitario depois do processo iterativo ter estabilizado.

Se o pardmetro de pesquisa unidimensional (o) assumir valores muito pequenos
durante varias iteragdes consecutivas, apresentando-se ja a solugdo com um residuo também
pequeno, deve-se interromper o processo iterativo e reinicia-lo a partir da solugdo corrente
multiplicada por um factor arbitrario. Este comportamento do processo iterativo indica que a
solucdo se dirigiu para uma regidio em que o residuo € pequeno, mas ndo existem pontos em
que o gradiente do Lagrangeano seja nulo (ver secgdo 5.5). Nas proximidades de um ponto
com estas caracteristicas, a aproximagdo quadratica ndo € suficientemente correcta para
originar um salto para uma zona em que exista uma solugdo. No caso da optimizagdo de
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trelicas, esta situagdo ocorre quando um nimero reduzido de barras assume o respectivo valor
minimo e, nessas circunstincias, ndo existe nenhuma solugdo do problema de optimizagéo. A
probabilidade de ocorréncia desta situagdo aumenta quando o valor minimo das é4reas das
seccOes transversais é muito pequeno. Neste caso ¢ conveniente efectuar uma primeira
optimizagdo com um valor minimo maior do que o pretendido e em seguida partir desta

solugdo com os dados correctos.

Por tltimo refere-se a estratégia a adoptar quando se obtém uma solugdo final com

valores negativos em multiplicadores de Lagrange associados a restri¢des desigualdade (?»g )

Este facto indica que existem outras solugdes admissiveis as quais corresponde um valor
inferior da fungdo objectivo. Os 7»‘3. negativos podem aparecer em restri¢ges de deslocamento,

de tensdo ou de 4rea minima. No primeiro caso é suficiente repetir o processo iterativo a partir
da ultima solugdo multiplicada por um factor arbitrario compreendido entre 1.1 e 1.5. Nos
restantes casos, além da multiplicagdo por um factor, deve-se aumentar significativamente as
areas das barras associadas as restrigdes que apresentaram um }»‘j. negativo.

6.3.2 - Trelica simétrica com trés barras e dois casos de carga

Com o objectivo de clarificar todos os aspectos relacionados com a optimizagdo de
trelicas, apresenta-se em seguida um exemplo com um reduzido nimero de varidveis. Nestas
circunstincias, torna-se possivel representar graficamente a fungdo objectivo e a regido
admissivel, bem como deduzir o valor exacto das diversas solugdes do programa matematico.
O contetido dos principais ficheiros de dados e resultados pode neste caso ser publicado, uma

vez que possuem um reduzido nimero de linhas.

A trelica que se pretende optimizar € plana, possui trés barras e pode ser solicitada de
dois modos distintos (ver Figura 6.13). Apesar de as acgdes ndo serem simétricas, pretende-se
uma solugdo simétrica, pelo que se torna necessdrio acrescentar a restrigio a; = a,. Este
problema ¢é semelhante a outros que s3o frequentemente utilizados por diversos autores, ndo
sendo habitualmente apresentado numa forma standard, uma vez que se destina a ilustrar
diversos aspectos da optimizagdo de estruturas [Sch60] [Sve68] [Van84] [Aro89]. O problema
de optimizagio descrito na Figura 6.2 apresenta algumas modificagdes relativamente aos
exemplos da bibliografia, destinadas a salientar o aparecimento de multiplas solugdes.
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E =20 000 kN/cm®
E =14 kN/cm2

-100cm Apin = 0.15 cm’

Nota: n3o é considerado o

peso proprio nem a

encurvadura.

20;10kN

Custo do material utilizado em aea;= 2 Unidades de Custo/cm3

Custo do material utilizado em a, =1 Unidade de Custo/cm’

Figura 6.13- Trelica simétrica com 3 barras e 2 casos de carga.

Na Listagem 6.1 encontra-s€ 0 ficheiro de dados que contém a informagdo que é
partilhada com o programa de analise linear de estruturas (FEMIX) [Aze92]. Estes ficheiro
pode ser preparado com O0s utilitirios habituais de geragdo de malhas, genericamente
designados por Computer Aided Design (CAD). As éreas das barras que figuram no ficheiro
de dados sio consideradas como solugdo inicial do problema de optimizagdo. Os dados
especificos do problema de optimizag@io estrutural encontram-se num ficheiro distinto do -
anterior, cujo conteido se encontra na Listagem 6.2. Esta estratégia de distribui¢do dos dados
por dois ficheiros possibilita a utilizagdo dos programas relativos a analise de estruturas, quer
na geragdo dos dados, quer na pesquisa por tentativas de uma solugdo inicial para o método de
optimizagdo, tdo proxima quanto possivel do minimo global que se pretende determinar. O
programa FEMIX e respectivos programas auxiliares sao ainda utilizados na verificagdo da
solugdo fornecida pelo programa de optimizagdo, na visualizagdo grafica dos varios aspectos
relacionados com essa solugdo e no calculo de resultados que ndo sdo envolvidos no processo
de optimizagdo. A verificagdo da solugfo final destina-se a detectar eventuais erros na geragdo
do programa matematico ou uma eventual utilizagdo deficiente do programa NEWTOP. Na
auséncia destes dois tipos de erros, a referida verificagdo ndo seria necessaria uma vez que o

programa de optimizagao s6 fornece solugdes admissiveis.
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Listagem 6.1 - Trelica com 3 barras - dados partilhados com o programa de andlise linear de estruturas.

### Main title of the problem
Trelica simetrica com 3 barras e 2 casos de carga (kN,cm)

### Main parameters
3 nelem (n. of elements in the mesh)
npoein (n. of points in the mesh)
nviix (n. of points with fixed degrees of freedom)
ncase (n. of load cases)
nmats (n. of sets of material properties)
nspen (n. of sets of element nodal properties)
ntype (problem type)
nnode (n. of nodes per element)
ngaus (n. of Gauss points in the integration rule) (element stiffness)
ngstr {(n. of Gauss points in the integration rule) (stresses)
ndime (n. of geometric dimensions)
ndofn (n. of degrees of freedom per node)
nprop (n. of material properties used in the formulation)
npren (n. of element nodal properties used in the formulation)

P b WWw NN DN
B O I G I I R i

### Material properties index, element nodal properties index and
### list of the nodes of each element

# ielem matno ielnp 1nods
1 1 1 1 2
2 2 1 1 3
3 1 1 1 4

### Coordinates of the points

# ipoin coord-x coord-y coord-z
1 0.0 0.0 0.0 # cm
2 -100.0 100.0 0.0 # cm
3 0.0 100.0 0.0 # cm
4 100.0 100.0 0.0 # ocom

### Points with fixed degrees of freedom and fixity codes (1-fixed;0-free)

# ivfix nofix ifpre
1 1 001

2 2 111

3 3 111

4 4 111

### Sets of material properties
### (Young modulus, Poisson ratio, mass per unit volume and thermic coeff.)

# imats young poiss dense alpha
1 20000.0 0.0 0.0 0.0 # kN/cm2
2 20000.0 0.0 0.0 0.0 # kN/cm2

### Sets of element nodal properties
### (Cross section area)

# ispen
1
# inode barea
1 1.5 # cm2
2 1.5 # com2
# e e T P P P P PP P P Y SI L EEE E E E Ea LEE E Et  f]

### Title of the load case n. 1
x: 10 kN ; y: 20 kN

### Load parameters
1 # nplod (n. of point loads in nodal points)

0 # ngrav (gravity load flag: 1-yes;0-no)

0 # nedge (n. of edge loads) (F.E.M. only)

0 # nface (n. of face loads) (F.E.M. only)

0 # ntemp (n. of points with temperature variation) (F.E.M. only)

0 # nudis (n. of uniformly distributed loads) (3d frames and trusses only)
0 # nepoi (n. of element point loads) (3d frames and trusses only)
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0 # nprva (n. of prescribed and non zero degrees of freedom)

### Point loads in nodal points (loaded point and load value)

### (global coordinate system)
# iplod lopop
10.0

### Title of the load case n. 2
x: 20 kN ; y: 10 kN

### Load parameters
1 # nplod (n. of point loads

0 # ngrav (gravity load flag:

0 # nedge {(n. of edge loads)

0 # nface (n. of face loads)

0 # ntemp (n. of points with

0 # nudis (n. of uniformly distributed loads)
0 # nepoi (n. of element point loads)

o #

pload-x pload-y pload-z

20.0 0.0

in nodal points)
1-yes;0-no)
(F.E.M. only)
(F.E.M. only)

temperature variation) (F.E.M. only)

### Point loads in nodal points (loaded point and load value)

### (global coordinate system)

# iplod
1

lopop

END_OF_FILE

Listagem 6.

pload-x pload-y pload-z

1 20.0 10.0 0.0

# kN

(3d frames and trusses only)
(3d frames and trusses only)
nprva (n. of prescribed and non zero degrees of freedom)

2 - Treliga com 3 barras - dados especificos do problema de optimizagdo de estruturas.

-~

### Main title (optimization)

2 materiais com custo distinto ; restricoes de area minima e de tensao maxima

### Main parameters (optimization)

1 # nmiac (minimum area constraints flag: 1-yes;0-no)

nproo (n. of material proper

N O O
3+ 3= W W

##4 Sets of material properties (opt
### (Material cost per unit volume)

# imats costm
1 2.0 # cost units/cm3
2 1.0 # cost units/cm3

##4 Sets of element nodal properties

##4 (Minimum area, maximum area and
# ispen
1
# inode armin armax coefl coef2
1 0.15 0.0 0.0 0.0
2 0.15 0.0 0.0 0.0
# ==================================

### Load case n. 1
caso de carga n. 1l: tensao limitada
#4## Constraint parameters
1 # nystc (yield stress constrai
0 # nbstc (buckling stress const

nmaac (maximum area constraints flag: 1-yes;0-no)

ties used in the formulation) (opt.)

npreo (n. of element nodal properties used in the formulation) {(opt.)
nlcpr (n. of load case dep. material prop.s used in the formul.) (opt.)

imization)

(optimization)
buckling coefficients)

coef3 coef4
0.0 0.0 # cm2
0.0 0.0 # cm2

a 14 kN/cm2

nts flag: 1-yes;0-no)
raints flag: 1l-yes;0-no)

0 # ndcva (n. of nodal displacement constraints)

### Sets of load case dependent mate
### (Minimum stress and maximum stre

rial properties (optimization)
ss) (only when nystc=l)

6.39
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Listagem 6.3 - Programa matematico relativo 4 optimizagdo de uma treliga simétrica com 3 barras e 2 casos de

# imats simin simax
1 -14.0 14.0 # kN/cm2
2 -14.0 14.0 # kN/cm2
# PSS S S S RS S S S S S S RS S S R R R T S R E S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S SIS S

### Load case n. 2
Caso de carga n. 2: tensao limitada a 14 kN/cm2

### Constraint parameters
1 # nystc (yield stress constraints flag: 1l-yes;0-no)
0 # nbstc (buckling stress constraints flag: l-yes;0-no)
0 # ndcva (n. of nodal displacement constraints)
##4#4# Sets of load case dependent material properties (optimization)
### (Minimum stress and maximum stress) (only when nystc=1)
# imats simin simax
1 -14.0 14.0 # kN/cm2
2 -14.0 14.0 # kN/cm2

END_OF_FILE

carga.

### Main title of the nonlinear program

Trelica simetrica com 3 barras e 2 casos de carga (kN,cm)

Min.

+ 565.68542494923804 * al + 100 * a2 ;

s.t.i.c

1-Min. area 1: - al + 0.15 < 0 ;

2-Min. area 2: - a2 + 0.15 < 0 ;

3-S c.1 e.1_t.1: - 100 *d 1.1 + 100 *d 12 - 14 <0 ;

4-S c.1_e.1 t.2: + 100 *d_1 1 - 100 *d12 - 14 <0 ;

5-S c.1 e.2_t.1: + 200 * d_1_2 - 14 <0 ;

6-S c.1 e.2_t.2: - 200 * d 12 - 14 < 0 ;

7-§ c.1_e.3_t.1: + 100 * d_1_1 + 100 *d 12 - 14 <0 ;

8-S c.1_e.3 t.2: - 100 *d 1 1 - 100 *d 12 - 14 <0 ;

9-S c.2_e.1_t.1: - 100 * d_2_1 + 100 *d 2 2 - 14 < 0 ;

10-S ¢.2_e.1 t.2: + 100 *d 2 1 - 100 *d 2 2 - 14 < 0 ;

11-S c.2_e.2_t.1: + 200 * d 2 2 - 14 <0 ;

12-S c.2_e.2_t.2: - 200 * d_2_2 - 14 <0 ;

13-S c.2_e.3_t.1: + 100 * d 2 1 + 100 *d 2 2 - 14 < 0 ;

14-S ¢.2_e.3_t.2: - 100 * d 2 1 - 100 *d 2.2 - 14 <0 ;

s.t.e.c.

l1-c.1_d.1: + 141.42135623730951 * al * d_1 1

2-c.1 d.2: + 141.42135623730951 * al * d_1_2 + 200 * a2 * 412
3.c.2_d.1 + 141.42135623730951 * a1l * d 2 1
4-c.2 d.2 + 141.42135623730951 * a1l * d 2 2 + 200 * a2 * d2 2

END_OF FILE
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Na Listagem 6.3 encontra-se o programa matematico que foi gerado a partir dos dados
que se encontram nas Listagens 6.1 e 6.2. Nos titulos das restri¢des, S representa tensdo, ¢
caso de carga, e elemento/ barra, ¢ tipo de restricdo de tensdo (1-compressao; 2-trac¢do) €
d representa um deslocamento ndo impedido. As variaveis sdo os a; € 0s d , representando
as primeiras a area da barra i € as segundas o deslocamento no caso de carga j segundo o grau
de liberdade k. As restrigdes relativas a deslocamentos fixos e a restrigdo a; = a, encontram-se
ja substituidas, tendo dado origem & simplificagdo de algumas expressoes € a eliminagdo da

restri¢do de area minima relativa a barra 3.

Neste exemplo é simples explicitar os deslocamentos em fungdo das areas recorrendo
as equagdes de equilibrio que figuram no programa matematico como restrigdes igualdade. A
substituicdo dos deslocamentos nas restrigdes desigualdade faz com que o programa
matematico passe a ter apenas duas variaveis (a, € a,), possibilitando assim a representagdo
grafica da regido admissivel e da fungdio objectivo. Na Figura 6.14 encontra-se representada,
para cada restrigdo, a linha que separa o €spago admissivel do inadmissivel (fungles

g(x) = 0), indicando a seta o lado admissivel. As restrigdes 6, 8, 9, e 12 encontram-se sempre

inactivas quando a, € a, assumem valores positivos. Por este motivo, a respectiva isocurva

g(x)=0 ndo intersecta o dominio representado na figura. As linhas a tracejado que se

encontram na Figura 6.14 correspondem a um valor constante da fungdo objectivo

( f (x) = const.). No dominio representado, o minimo global ¢ o ponto G e a regido

admissivel possui dois vértices designados por L1 e L2. Neste exemplo simples foi possivel
calcular o valor exacto da solugdo G e as coordenadas dos vértices L1 e L2, encontrando-se
esses valores no Quadro 6.3. A comparagdo dos resultados do método numérico com esta
solugdo exacta permitiu avaliar a influéncia de diversos parimetros na precisdo dos resultados.

Quadro 6.3 - Optimizag¢do de uma trelica simétrica com 3 barras e 2 casos de carga - solugdes exactas.

Solugdo

G

L1

L2

Fungdo objectivo

50014 /7+3750/7

17000/21

7265/7

809.523 809 524

(u.c) 802.975 527 627 1037.857 142 857
a 57 149 +5~2.11 202 /21 179+/2 /140
(cm?) 1.280 127 168 130 1.346 870 059 403 1.808 173 054 748

15-/14 /49 - 5/14

10/21

15/100

0.788 262 465 339

0.476 190 476 190

0.150 0600 000 000
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Figura 6.14 - Regifio admissivel, fung3o objectivo e trajectdria iterativa relativa 4 optimizagfo de uma treliga

simétrica com 3 barras e 2 casos de carga.

Na Figura 6.14 encontra-se também representada a trajectéria da solugdio desde o
ponto inicial x%(a, = 1.5;a, = 1.5) até ao minimo global (ponto G). Uma vez que na quase
totalidade dos casos se obtém uma solugdo com elevada precisdo, o facto de algumas solugdes
intermédias se encontrarem fora da regido admissivel ndo constitui qualquer inconveniente.
Algumas solugdes iniciais conduzem a uma convergéncia para um dos vértices da regifo
admissivel (L1 ou L2), porque estes sdo também pontos estaciondrios do Lagrangeano. No
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entanto, verifica-se que neste exemplo os pontos estaciondrios distintos do minimo global
correspondem a solugdes que apresentam pelo menos um multiplicador de Lagrange
associado a restricdes desigualdade negativo, ndo respeitando assim as condi¢des de
optimalidade de Karush-Kuhn-Tucker. O aparecimento de um ou mais multiplicadores de
Lagrange negativos convida o utilizador do programa NEWTOP a recorrer a outra solucdo

inicial.

Na Figura 6.15 encontra-se 0 painel de visualizagdo do processo iterativo com 0s
graficos que mostram a evolugdo de alguns pardmetros até a solugdo final G e com o
histograma que indica, para cada variavel, o quociente entre o valor final € o inicial. Na
optimizagdo de trelias, e sempre que 0 processo iterativo converge para um minimo local ou
global, estes graficos apresentam um aspecto semelhante aos da Figura 6.15. O pardmetro de
pesquisa unidimensional () apresenta valores unitarios nas primeiras a nas Gltimas iteragdes
e valores consideravelmente inferiores na fase intermédia. A utilizagdo de valores superiores a
unidade raramente é vantajosa. No segundo grafico pode-se observar que o residuo
equivalente ¢ monotonamente decrescente. O patamar entre as iteragdes 7 ¢ 9 ¢ provocado
pela estratégia de terminagdo do processo iterativo (ver secgdo 4.6). A fungdo objectivo
apresenta entre as iteragSes 3 e 5 valores inferiores ao da solugdo final. No entanto, tal como
se pode observar na Figura 6.14, estes valores da fungdo objectivo correspondem a solugdes
nio admissiveis. No histograma da Figura 6.15 podem-se visualizar as variagdes das 6
variaveis de projecto (2 4reas e 2 deslocamentos livres em cada caso de carga), 14 varidveis de

desvio, 14 multiplicadores de Lagrange associados a restrigdes desigualdade (?»g ) e 4

multiplicadores de Lagrange associados a restrigdes igualdade (kh). As 2 areas das barras

diminuiram e os 4 deslocamentos aumentaram. S0 uma restrigdo desigualdade se encontra
activa, uma vez que s6 uma varidvel de desvio é nula, correspondendo-lhe o unico A% ndo

nulo. Os A% relativos ao primeiro caso de carga sdo nulos, devido ao facto de nenhuma

restri¢do desigualdade a ele associada se encontrar activa. Assim se conclui que se o primeiro
caso de carga fosse suprimido, a solug@o do problema de optimizag&o seria a mesma.

A observagido durante 0 processo iterativo da informagdo que se encontra condensada
nos trés graficos e no histograma da Figura 6.15, patticularmente quando estdo envolvidas no
processo um nimero elevado de variaveis e restrigdes, permite extrair rapidamente conclusdes
sobre as causas de uma eventual auséncia de convergéncia. O utilizador do programa ¢ assim
auxiliado na tomada de decisdes relativas a alteragdo de estratégia que deve ser adoptada para

solucionar o problema.
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Figura 6.15 - Evolucdo de alguns pardmetros ao longo do processo iterativo e histograma com a variagfo da

solugo final em relagfo 3 inicial.

No Quadro 6.4 encontram-se os resultados obtidos com o programa NEWTOP a partir
de trés solugdes iniciais distintas. Neste exemplo simples, essas solugdes iniciais foram
escolhidas de tal forma que o método iterativo convergisse para cada uma das distintas
solugdes finais (G, L1 e L2). A comparagdo dos valores numéricos que se encontram nos
Quadros 6.3 ¢ 6.4 permite avaliar a precisdo da solugdo obtida com o programa NEWTOP. Na
generalidade dos problemas, é possivel obter uma solugdio com um erro inferior a 107,
verificando-se nestes casos que os valores numéricos do vector solugdo apresentam pelo
menos 7 algarismos significativos correctos. Uma vez que o referido erro corresponde a
norma do vector dos residuos associados ao sistema de equag¢des ndo lineares VL =0, em que
L é o Lagrangeano do programa matemdtico apés scaling, constatou-se que na generalidade
dos problemas abordados o nimero de algarismos significativos correctos que se obtém na
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solugdo final é aproximadamente igual a —logy, (erro). Os resultados do programa NEWTOP
(ver Quadro 6.4) sdo constituidos por cinco blocos: parimetros globais (A), variaveis de
projecto (B), folgas associadas as restricdes desigualdade (C), multiplicadores de Lagrange
das restrigdes desigualdade (D) e multiplicadores de Lagrange das restri¢des igualdade (E).
No bloco C as folgas nulas indicam quais s3o as restrigdes desigualdade que se encontram
activas em cada solugdo. A cada folga nula corresponde na generalidade dos casos um
multiplicador de Lagrange ndo nulo. O facto de uma determinada restri¢io desigualdade
apresentar um multiplicador de Lagrange negativo significa que se essa restrigdo fosse
ligeiramente mais limitativa se obteria uma solugdo final admissivel com um valor inferior da
fungdo objectivo. No caso da solugdo L1 (ver Quadro 6.4 e Figura 6.14) uma diminuigéo do
valor absoluto da tensdo admissivel implicaria uma translagdo da linha 5 para cima, que faria
com que ao ponto L1 passasse a corresponder um valor inferior da fungdo objectivo. No caso
da solugdio L2, um aumento do valor da area minima d4 origem a uma translac¢do da linha 2

para cima, com uma consequente diminuigdo do valor da funggo objectivo associado ao ponto

L2.

Quadro 6.4 - Optimizagdo de uma treliga simétrica com 3 barras e 2 casos de carga - solugdes obtidas com o

programa NEWTOP.
| G L1 L2
A) FungZo objectivo e erro:
8.02975526e+02 8.09523808e+02 1.03785714e+03
2.05386941e-09 3.73838614e-08 2.54016825¢e-09
B) Varidveis de projecto:
1-al 1.280127166167 1.346870061363 1.808173052764
2-a2 0.788262464135 0.476190454035 0.149999999499
3.d 1.1 0.055237229540 0.052499999892 0.039106145294
4-d 1 2 0.059051082267 0.070000000611 0.070000000093
5-d 2 1 0.110474459081 0.104999999784 0.078212290588
6-d 2 2 0.029525541133 0.035000000305 0.035000000046

C) Folgas associadas as restri¢des desigualdade:

1-Min. area 1 1.130127166167 1.196870061589 1.658173052764
2-Min. area 2 0.638262464135 0.326190466051 0.000000000000
3-Sc.l el tl 13.618614727347 12.249999936521 10.910614520106
4-Sc.l el t2 14.381385272652 15.750000078686 17.089385479893
5-Sec.l e2 tl 2.189783546592 0.000000000000 0.000000000000
6-Sc.l_e2 t2 25.810216453407 28.000000131975 28.000000018647
7-Sc.1 e3 tl 2.571168819244 1.749999969526 3.089385461246
8-Sc.l e3_t2 25.428831180755 26.250000051768 24.910614538753
9-Sc.2 el tl 22.094891794751 20.999999951041 18.321229054198
10-Sc.2 el t2 5.905108205248 7.000000062028 9.678770945801
11-Sc.2_e2 t.l 8.094891773296 6.999999948246 6.999999990676
12-Sc.2_e.2_t.2 19.905108226703 21.000000064345 21.000000009323
13-Sc.2_e3 t.1 0.000000000000 0.000000000000 2.678770936478
14-Sc.2_e3 t2 28.000000021455 28.000000008971 25.321229063521
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programa NEWTOP (cont.).

D) Multiplicadores de Lagrange das restrigSes desigualdade:

CAPITULO 6

Quadro 6.4 - Optimiza¢do de uma treli¢a simétrica com 3 barras e 2 casos de carga - solugdes obtidas com o

1-Min. area 1 0.000000027662 0.000000377282 -0.000000027479
2-Min. area 2 0.000000043319 0.000038417834 -700.000000000000
3-Sc.l el tl -0.000000002994 0.000000091430 0.000000003618
4-Sc.l el t2 -0.000000002938 0.000000051239 -0.000000002380
5-Sc.l e2 tl 0.000000006592 -5.668939807967 81.632652843766
6-Sc.l e2 t2 -0.000000001765 0.000000026752 -0.000000001373
7-Sc.l e3 tl 0.000000007660 0.000000946625 0.000000008826
8-Sc.l e3 t2 0.000000001794 -0.000000011946 0.000000001569
9-Sc2 el _tl 0.000000001981 0.000000025612 0.000000002108
10-Sc.2 el t2 0.000000005011 -0.000000164941 -0.000000004264
11-Sc.2_e2 t.1 -0.000000004514 -0.000000204253 0.000000005854
12-Sc.2 e2_t2 -0.000000002247 0.000000024333 0.000000001904
13-Sc.2 e3_t.1 57.355394654622 63.492067091961 0.000000008240
14-Sc.2_e3_t2 0.000000001623 -0.000000001539 0.000000001522
E) Multiplicadores de Lagrange das restri¢des igualdade:

I-c.1 d.1 -0.000000006041 -0.000000336458 -0.000000006001
2-c.1 d.2 -0.000000003487 3.968257452248 -57.142857066746
3-c.2 d.1 -31.681530999244 -33.333335093159 -0.000000003000
4-c2 d.2 -16.934490641039 -22.222223506368 -0.000000006447

6.3.3 - Trelicas parametrizadas

Tendo em vista a avaliagdo da performance do programa NEWTOP na optimizagdo de
estruturas com um numero de variaveis de projecto crescente, foi preparado um problema tipo
baseado na minimiza¢io do volume de trelicas. Este problema encontra-se definido de tal
forma que se torna possivel aumentar indefinidamente o nimero de barras e de graus de
liberdade da treliga mantendo-se as caracteristicas gerais, quer dos dados, quer da solugdo
final. A regularidade deste conjunto de treligas torna possivel uma extrapolagdo das suas
caracteristicas varidveis, podendo-se assim prever tempos de resolugio e pardmetros
associados a solugdo final de problemas que ndo podem presentemente ser resolvidos devido
as limitagGes dos meios informaticos disponiveis. O estudo deste conjunto de exemplos
contribuiu para a identificagdo dos aspectos que exigem mais recursos informaticos e que
serdo prioritariamente merecedores de futuros aperfeicoamentos. As conclusdes desse estudo
permitem ainda avaliar qual a maior dimensdo dos problemas que podem ser resolvidos em

computadores com recursos mais limitados.
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6.3.3.1 - Formulagdo geral

O conjunto de problemas de optimizag&o utilizado na avaliagdo das capacidades do

programa NEWTOP foi preparado de acordo com os seguintes principios:

facilidade de publicagio de todos os dados de modo a permitir que outros

investigadores possam reproduzir os resultados aqui divulgados;
formulacdo geral simples;
estrutura com comportamento linear;

possibilidade de se poder gerar um problema com um nimero de varidveis €

restri¢des indefinidamente grande;

facilidade de geragdo dos dados a partir de um reduzido numero de pardmetros;
auséncia de simplificagdes devidas a existéncia de planos de simetria;

auséncia de ligages entre varidveis de projecto (variable linking),

inclusdo de restri¢des de tensdo, deslocamento e area minima,

pelo menos uma restri¢do de cada tipo activa na solugdo final.

Tendo em vista estes objectivos, € proposto o seguinte problema:

Minimizar o volume de uma treliga espacial destinada a cobrir uma area I, =1,

com as caracteristicas indicadas na Figura 6.16.
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Figura 6.16 - Caracteristicas gerais do problema de optimizago parametrizado.
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A topologia de cada treliga € fixa, assim como as respectivas coordenadas dos nds, e

consiste numa repeti¢do dos médulos representados na Figura 6.17.

y 50
100 v " %
50
- v
A — A
100 4
/ 50 50
x X X
zl \/\/ *
Unidades lég . .
S I

100

Figura 6.17 - Topologia das treligas utilizadas no problema de optimizagdo parametrizado.

No Quadro 6.5 encontram-se as restantes caracteristicas gerais que definem o

problema de optimizagdo parametrizado.

Quadro 6.5 - Caracteristicas gerais do problema de optimizago parametrizado.

Ix/ly 2
1y multiplo de 100 cm
Modulo de elasticidade 20 000 kN/cm?
Acgfo em cada n6é com z =50 cm 4 kN segundo z negativo
Tens3o maxima em cada barra 14 kN/cm?
Tens3o minima em cada barra -14 kN/cm?

Deslocamento vertical limitado nos nés livres com z =0 @
Restri¢des de drea minima em todas as barras @

Ni#o é considerado o peso préprio

Nio sdo consideradas restri¢des de encurvadura
® O valor limite depende da dimensdo da treliga (ver Quadro 6.8).
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De acordo com a formulagio geral atrés descrita, foram preparados os dados relativos
a oito trelicas designadas genericamente por t [, x I, com [, e I, em metros e com l, a
percorrer os numeros pares do intervalo [2,16]. As topologias da menor e da maior treli¢a
deste conjunto encontram-se representadas na Figura 6.18. No Quadro 6.6 encontram-se 0s
principais pardmetros, que dependem aproximadamente do nimero de barras da trelica. A
geragdo do programa matematico foi efectuada de acordo com a formulagdo descrita na
secgdo 6.3.2, tendo as equagdes de equilibrio sido consideradas como restrigdes igualdade. O
principal pardmetro que condiciona o maior problema que pode ser resolvido num
determinado computador é o que quantifica a memoria central ocupada durante a resolugdo do

sistema de equagdes lineares.

HAX+VL=0 (6.55)

Considerando a matriz Hessiana dividida em submatrizes e efectuando a eliminagdo de
Gauss com o algoritmo descrito no Capitulo 4, verifica-se que a fase que se torna
predominante, quer em tempo de resolugdo, quer em memoria ocupada, € a resolugdo de um
sistema de equagdes lineares com a matriz simétrica e de dimensdo ntxnt (ver Quadro 6.6).
Atendendo a grande quantidade de memoria central que se encontra disponivel nos
computadores mais recentes, verifica-se que se torna incomportavel resolver problemas que
recorram a sistematicas trocas de informag&o entre a memoria central e a memoria de massa.
Por este motivo considera-se que o maior problema que pode ser resolvido num determinado
computador ¢ aquele que ocupa aproximadamente a totalidade da memoria central. Do ponto
de vista do tempo de resolugdo, admite-se como méximo periodo de espera pelos resultados
um reduzido niimero de dias. De acordo com os pardmetros que se encontram no Quadro 6.6 €
uma vez que foi utilizado um computador com 256 MBytes de memoria central, o maior
problema passivel de ser abordado foi o r14x28.

Tendo em vista uma reducdo da quantidade de memoria central necessiria € um
consequente aumento do nimero de variaveis do maior problema que se consegue resolver,
foi desenvolvido um modo alternativo de geragdo do programa matemético relativo a
optimizagdo de treligas. A alteragdo introduzida consiste na geragdo de pares de restrigdes
desigualdade em substituigdo de cada restrigdo igualdade.

h=oo{ "9 (6.56)
- -h<0 '
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Figura 6.18 - Topologia das treligas 2x4 e t16x32.
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Quadro 6.6 - Treligas parametrizadas - parametros dependentes da dimensZo da treli¢a (formulagdo com

restri¢des igualdade).
Treli RAM
relica | N | NN [NL|{NTGL| NGL | ND | n m 1 ne nt
ly x Ix (MB)
t2x4 64 231 11 69 55 4 119 196 55 566 174 0.122
t4x8 256 771 21 231 207 24 463 792 207 2254 670 1.798
t6x12 576 163 31 489 455 60 1031 1788 455 5062 1486 8.839
t8x16 1024 281} 41 843 7991 112 1823 3184 799 8990 2622 27.510
t10x20 1600 431} 51 1293 1239] 180{ 2839| 4980 1239] 14038 4078 66.537
t12x24 2304 613 61 1839 1775| 264] 4079 7176 1775] 20206 5854| 137.101
t14x28 3136 827 71 2481 2407| 364 5543 9772 2407] 27494 7950| 252.842
t16x32 4096 1073 81 3219 3135] 480 7231| 12768 3135| 35902| 10366| 429.857
Simbologia:
NB - n. de barras
NN - n. de nés
NL - n. de n6s com ligagdo ao exterior

| NTGL - n. total de graus de liberdade
NGL - n. de graus de liberdade niio impedidos

RAM - memoria ocupada pelo tridngulo superior da matriz nt x nt (MBytes)

ND - n. de deslocamentos restringidos
n - n. de varidveis de projecto
I m - n. de restrigdes desigualdade
| 1 - n. de restri¢des igualdade
ne - n. de equagdes nio lineares no sistema VL =0
nt - n. de equagdes lineares na fase que ¢ resolvida com a matriz triangular superior
|
l

Observagdes:
NTGL =3*NN
NGL =NTGL-NL-3
n =NB+NGL
m =3*NB+ND
1 =NGL
ne =n+2*m+l
nt =n+l

RAM = 8*[nt*(nt+1)/2] (supondo sizeof(double)=8)

A vantagem deste procedimento baseia-se no facto de o programa NEWTOP ser pouco
penalizado com o aumento do nimero de restrigoes desigualdade (ver Capitulo 4). A redugio
do numero de restri¢des igualdade alivia significativamente a fase critica do algoritmo, que € a
resolugdo do sistema de equagdes nixnt. No Quadro 6.7 sdo apresentados os parametros
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relativos a esta formulagdo alternativa. Uma vez que a necessidade de memdria passa a ser
cerca de metade, torna-se possivel abordar problemas da ordem de grandeza do t16x32. A
comparagdo entre os resultados e as performances destas duas formulagGes alternativas sera

adiante apresentada.

Quadro 6.7 - Treligas parametrizadas - pardmetros dependentes da dimensdo da treliga (formulagdo sem

restrigdes igualdade).

Treliga NB NN [N [ NTGL | NoL | ND n m 1 ne nt RAM
ly x Ix L (MB)
2x4 64 231 11 69 55 4 119 306 0 731 119 0.057
| td4x8 256 771 21 231 207 24 463 1206 0 2875 463 0.859
t6x12 576 163 | 31 489 455 60 1031 2698 0 6427 1031 4.256
t8x16 1024 281 | 41 843 799 112 1823 4782 0 11387 1823 13.301
t10x20 1600 431 { 51 1293 1239 180 2839 7458 0| 17755 2839 32.251
t12x24 2304 613 | 61 1839 1775 264 4079 | 10726 0] 25531 4079 66.569
t14x28 3136 8271 71 2481 2407 364 5543 | 14586 0 34715 5543 122.922
t16x32 4096 1073 | 81 3219 3135 480 7231 | 19038 0| 45307 7231 209.178
Simbologia:
NB - n. de barras
NN -n. de nés
NL - n, de nés com ligagdo ao exterior

NTGL - n. total de graus de liberdade
NGL  -n. de graus de liberdade ndo impedidos

ND - n. de deslocamentos restringidos

n - n. de variaveis de projecto

m - n. de restri¢des desigualdade

1 - n. de restri¢des igualdade

ne - n. de equagdes nao lineares no sistema VL =0

nt - n. de equagdes lineares na fase que € resolvida com a matriz triangular superior

RAM - meméria ocupada pelo trifingulo superior da matriz nt x nt (MBytes)

Observagdes:
NTGL =3*NN
NGL =NTGL-NL-3
n = NB+NGL
m = 3*NB+ND+2*NGL
1 =0
ne =n+2*m+l
nt =n+

RAM = 8*[nt*(nt+1)/2] (supondo sizeof(double)=8)
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6.3.3.2 - Preparagdo da solugdo inicial

Uma vez que se pretendia estudar o comportamento do programa NEWTOP na
optimizagdo de um conjunto de trelicas de caracteristicas semelhantes e com um nimero de
barras crescente, foi adoptado um critério constante na geragdo da respectiva solugdo inicial.
Na generalidade dos casos consegue-se uma maior fiabilidade e velocidade de convergéncia

quando a solugdo inicial apresenta as seguintes caracteristicas:

- todas as restricdes igualdade e desigualdade sdo respeitadas  (solugdo

admissivel);
- todas as restrigdes desigualdade estdo inactivas € com uma folga significativa;

- o valor inicial das varidveis de projecto ¢ da mesma ordem de grandeza do

correspondente & solugdo final.

Tendo em vista a obtengdo de uma solugéo inicial com estas caracteristicas, foi
efectuado um calculo preliminar da solugdo FSD (Fully Stressed Design), recorrendo ao
algoritmo descrito na sec¢do 6.1.1. Em todos os casos foram realizadas 100 iteragSes a partir
de uma solugdo com 1000 cm? em todas as barras. Este procedimento conduziu sempre a uma

solugdo FSD com uma precisdo aceitavel, tendo em conta que ainda ndo se trata de uma

solugo final.

A solugio FSD serviu também para determinar o valor da é4rea minima e do
deslocamento méaximo a utilizar na optimizacdo das diversas treligas. Pretendia-se que na
solugdo final estivesse activa pelo menos uma restrigdo de tensdo, uma restrigo de
deslocamento e uma restrigio de 4rea minima. No Quadro 6.8 encontram-se alguns
pardmetros relativos a solugdo FSD e os valores adoptados em cada trelica como area minima
e deslocamento méaximo. Relativamente a estes dois parimetros sdo também apresentadas as
expressdes que conduziram aos respectivos valores. Presume-se que estas expressdes
continuam a fornecer valores nas condigdes atrds referidas para treligas com um nimero de

barras superior ao da t16x32.
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Quadro 6.8 - Treligas parametrizadas - solugdo FSD e parimetros dela dependentes.
Trelica NB min_a FSD_e FSD_f FSD_a | FSD d max_d KFSD' KFSD
ly x Ix (cm2) (kN/cm2) (cm3) (cm2) (cm) (cm)
t2x4 64 0.125 1.0e-9 1072 0.539 0.391 0.3 1.303 1.5
t4x8 256 0.250 1.0e-9 10246 2.611 1.088 0.6 1.813 2.0
tox12 576 0.500 7.0e-5 46045 6.472 2.238 0.9 2.487 3.0
t8x16 1024 1.000 5.0e-8 148438 12.051 3.660 1.2 3.050 35
t10x20 1600 2.000 1.0e-6 406672 20.557 5.355 1.5 3.570 4.0
t12x24 2304 4.000 2.0e-5 1030111 33.785 7.148 1.8 3.971 5.0
t14x28 3136 8.000 1.0e-4 2549969 52.334 8.571 2.1 4.081 5.0
t16x32 4096 16.000 5.0e-4 6280694 72.322 9.636 24 4.015 5.0
Nota:

No célculo da solugio FSD nio foram consideradas as restrigdes de deslocamento.

Simbologia:
NB - nimero de barras
min_a - minima 4rea admissivel
FSD_e - erro da solugdo FSD (maior violag3o de restri¢des de tens3o em valor absoluto)
FSD_f - valor da fungdo objectivo para a solu¢do FSD
FSD_a - 4rea da maior secgdo transversal da solugdo FSD
FSD_d - maior deslocamento vertical para a solugdo FSD (valor absoluto)
max_d - méximo deslocamento vertical admissivel (valor absoluto)
KFSD' - menor factor pelo qual se devem multiplicar as 4reas das barras para eliminar as violagdes de
restrigdes deslocamento (=FSD_d/max_d)
KFSD - valor adoptado de modo a nfio haver restri¢des deslocamento violadas nem activas

Observagdes:
min_a = 2"(ly/2-4) (com ly em metros ¢ min_a em cm2)
max_d =0.15*ly (com ly em metros ¢ max_d em cm)

Apresenta-se em seguida o conjunto de procedimentos adoptado no calculo da solugiio
inicial que vai ser utilizada pelo programa NEWTOP:

- célculo da solugdo FSD com as areas minimas indicadas no Quadro 6.8 e sem
considerar as restrices de deslocamento. Em todos os casos devem ser
realizadas 100 iteragGes a partir de uma solugdo inicial constante com as areas
de todas as barras iguais 1000 cm?;

- determinagdo do maior deslocamento vertical (em valor absoluto);
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- célculo do factor K, como sendo o quociente entre o maior deslocamento da

solugdo FSD e o deslocamento admissivel;

- selecgdio de um valor para Kpgp ligeiramente maior do que K zgp;
- multiplicagdo das reas de todas as barras por Kesp-

O tempo de CPU necessario a obtengiio da solugdo inicial por intermédio deste
procedimento é muito inferior ao dedicado a fase de optimiza¢@o com o programa NEWTOP.
Em exemplos com outras caracteristicas este procedimento podera ter de ser sujeito a algumas
adaptacdes. Referem-se, por exemplo, trelicas em que o deslocamento admissivel ndo
apresente um valor constante, trelicas com varios casos de carga, trelicas cuja solugdo FSD
nio viola nenhuma restri¢do deslocamento, etc. Convém por fim salientar o facto de a solugdo
FSD multiplicada por Kgsp ndo ser garantidamente uma boa solugfo inicial para o programa
NEWTOP. O utilizador deve portanto admitir a hipétese de ter de utilizar uma solugdo inicial
obtida de um modo distinto do aqui sugerido.

6.3.3.3 - Apresentagiio dos resultados

Para passar da solugdo inicial para a solugdo Optima recorrendo ao programa
NEWTOP, foi inicialmente adoptada uma {inica estratégia para a totalidade das treligas. As

opgdes que mais condicionam a trajectoria iterativa comegaram por Ser as seguintes:

equagdes de equilibrio como restri¢des igualdade;

- valor inicial de todos os multiplicadores de Lagrange = 1.0;
- menor valor que uma variavel pode assumir durante o processo iterativo = 10-3;

- maior valor admissivel do pardmetro de pesquisa unidimensional = 1.0;

- resolugdo do sistema de equagdes HA X+VL=0 pelo método de eliminagdo de
Gauss com a matriz simétrica e com pivotagem na diagonal.
Nota: as treligas t14x28 e t16x32 apenas foram abordadas com as equagdes de equilibrio

como pares de restrigdes desigualdade, pelo facto de ndo se dispor de memoria

central suficiente para a resolugdo com restrides igualdade.
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Com estas opgdes e com a solugdo inicial sugerida na secgo 6.3.3.2 foi possivel obter
um ponto estaciondrio do Lagrangeano para as trelicas 2x4, t4x8 e t12x24. Nos restantes
casos, para obter uma primeira solugdo foi necessario alterar algumas das opgdes e/ou
reiniciar o processo iterativo a partir de uma solugdo intermédia. Este procedimento faz com
que os coeficientes associados ao scaling sejam recalculados com base numa solugdo mais
préxima da solugdo final. A observagéio do comportamento do processo iterativo nos casos em
que com as-op¢des standard ndo se consegue convergéncia fornece em geral indicagdes que
auxiliam o utilizador a decidir quais as altera¢des que devem ser efectuadas. Nas treligas
t6x12 e t8x16 foi mais facil obter uma solugdo final partindo de uma solugdo inicial

constante.

Na impossibilidade de publicar a totalidade dos resultados devido & sua extensio,
apresentam-se no Quadro 6.9 alguns pardmetros associados as solugdes obtidas com o
programa NEWTOP. O primeiro grupo de pardmetros foram extraidos da primeira solugéo
que foi obtida nas condig3es atras referidas. Exceptuando os casos das treligas t4x8 e t10x20,
a primeira solugdo obtida apresentou alguns multiplicadores de Lagrange negativos (ver
Quadro 6.9). As solugdes deste tipo, apesar de admissiveis, ndo respeitam as condi¢Ges de
Karush-Kuhn-Tucker e, por esse motivo, ndo sdo sequer minimos locais. O segundo grupo de
pardmetros baseia-se na solugdo que respeita as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker e que foi
obtida apds vdrias tentativas com diversas solugdes iniciais € com estratégias distintas das
habitualmente utilizadas. Nos casos em que a solugdo KKT ¢ distinta da primeira solugdo
obtida, verifica-se que a diferenca entre elas € inferior a 0.1%. Por este motivo, na
generalidade dos casos ndo se justifica o esfor¢o dispendido na obtengdo da solugdo KKT,

sendo aceitivel considerar a primeira solugdo como solugdo 6ptima.

Com base nos valores que se encontram no Quadro 6.9, pode-se concluir que o
numero de iteragdes efectuadas pelo programa NEWTOP n3o aumenta significativamente
com o numero de varidveis do problema. Exceptuando situagdes andémalas, neste tipo de
problemas de optimizag@io o niimero de iteragdes efectuadas encontra-se compreendido entre
15 e 30. Apesar de apenas se ter exigido um erro inferior a 10, foi possivel obter na maior
parte dos casos solugdes com um erro inferior a 108,
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Quadro 6.9 - Treligas parametrizadas - solu¢des obtidas com o programa NEWTOP.

6.57

Dados Primeira solugfo obtida Solugdo sem M.L. negativos
Treli
relica NB NI | NEWT e NEWT_f NEWT_a NML | NEWT ¢ NEWT _f NEWT _a
ly x Ix (cm3) (cm2) (cm3) (cm2)
2x4 64 18 le-9 1135.3370 0.643 3 le-9 1134.8193 0.620
t4x8 256 17 2e-9 14452.653 3.605 0 « « «
t6x12 576 24 6e-7 82872.083 10.469 5 5¢-9 82868.016 10.464
t8x16 1024 23 6¢e-9 304297.80 27.090 1 le-6 303982.41 26.671
t10x20 1600 32 5¢-9 868994.44 62.623 0 « « «
t12x24 2304 28 8e-7 21382543 112.944 2 ? ? ?
t14x28 * 3136 33 4e-4 4761888.1 220.722 4 ? ? ?
t16x32 * 4096 38 2e-5 10173799. 388.658 7 ? ? ?
Simbologia:
* - problemas resolvidos com as equagdes de equilibrio como pares de restrigdes desigualdade
M.L. - multiplicadores de Lagrange das restrigdes desigualdade
NB - numero de barras
NI - nimero de iteragdes

NEWT ¢ - erro da solugio NEWTOP (com scaling)

NEWT f - valor da fung3o objectivo paraa solugdo NEWTOP

NEWT _a - 4rea da maior secgdo transversal da solugio NEWTOP

NML - namero de multiplicadores de Lagrange negativos em restrigdes desigualdade

«— - a primeira solugdo obtida ja ndo apresentava multiplicadores de Lagrange negativos em restrigdes
desigualdade

O quociente entre a area da maior secgdo transversal ¢ a minima drea admissivel
situa-se entre 15 e 30, exceptuando a trelia 2x4 que devido as suas reduzidas dimensdes
apresenta um valor inferior. Em certos casos verifica-se que quando este quociente apresenta
valores elevados, torna-se mais dificil conseguir a convergéncia para uma solugdo admissivel.
Nestes casos é mais facil chegar a uma solugdo executando duas ou trés vezes o programa
NEWTOP com valores decrescentes da minima area admissivel. Na Figura 6.19 ¢é evidenciado

o crescimento regular com o numero de barras do valor da fungfo objectivo e da 4rea da maior

secgdo transversal.
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Fungio objectivo (cm3 )

Maior area (cm 2 )
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Figura 6.19 - Treli¢as parametrizadas - solugdo NEWTOP - valor da fungdo objectivo e da 4rea da maior secgdo

transversal.

Durante a fase iterativa é possivel visualizar graficamente a evolugdo de um conjunto
de pardmetros e a solugdo corrente. A elevada quantidade de informag¢do que é condensada
num unico grafico, vem facilitar a tomada de decisGes sobre eventuais intervengdes destinadas
a alterar o comportamento do algoritmo. Quando o numero de varidveis é elevado as
vantagens desta visualizagdo grafica tornam-se ainda mais importantes. As treligas
parametrizadas apresentam, de um modo geral, um comportamento ao longo do processo
iterativo semelhante ao representado na Figura 6.20. Nessa figura, que corresponde a trelica
18x16, pode observar-se que o pardmetro de pesquisa unidimensional apresenta valores
unitarios na primeira e nas Gltimas iteragdes. O pardmetro associado ao erro da solugdo €
monotonamente decrescente e apresenta na ultima iteragdo uma diminui¢do para um valor
quase 100 000 vezes inferior. A elevada precisdo da solugdo final é consequéncia do facto de
o método de Newton apresentar convergéncia quadratica. Antes de atingir o valor final a
fungdo objectivo apresenta valores inferiores, que ndo correspondem a solugdes admissiveis.
O comportamento da totalidade das varidveis pode ser observado qualitativamente no
histograma representado na metade inferior da Figura 6.20. Nesta figura apenas se encontram
os valores correspondentes a solugdo final. O programa de computador que efectua a
representacdo grafica da solugdo ¢ interactivo e permite ao utilizador uma rapida comutagéo
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entre as solugdes correspondentes as diversas iteragdes. Nos terminais graficos de maior
performance consegue-se mesmo um efeito de animago, desde que o numero de varidveis
ndo seja muito elevado. No histograma da Figura 6.20 encontram-se representados os valores

apos scaling das seguintes variaveis:
- 1024 areas de barras;
- 799 deslocamentos de nos;

- 3184 variaveis de desvio;

- 3184 multiplicadores de Lagrange de restri¢des desigualdade ().g );

- 799 multiplicadores de Lagrange de restri¢des igualdade (k" )

»>> NEWTOR (<<

Equivalent residoal
, fals el it o
Vo 8

Current value = 5.950480576%-09 < TOL.

i g
b X’ negativo

<~ 3184 ->

Current values of the scaled varisbles

Figura 6.20 - Treliga 8x16 - visualizagdo da evolugdo de alguns pardmetros e histograma com a solugdo final.
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Encontra-se assinalada na Figura 6.20 a presenga de um 7»3;. negativo. Este facto indica

que existe pelo menos uma solug@o admissivel de custo inferior ao da solugfo representada na

figura.

Formulagdo sem restrigdes igualdade

Conforme foi atras referido, foram testadas duas alternativas na geragdo do programa
matematico relativo a optimizacdo de trelicas. Na primeira, as equagdes de equilibrio sdo
consideradas como restrigdes igualdade e na segunda sdo decompostas em pares de restrigGes
desigualdade, de acordo com (6.56). Atendendo apenas as caracteristicas do método de
Newton, a segunda formulagdo nunca apresentaria vantagens porque conduz a um aumento
significativo do niimero de restrigdes, do niimero de primeiras e segundas derivadas a calcular
e do numero de equagdes e incognitas presentes no sistema de equagdes que é necessario
resolver em cada iteragdo. No entanto, ao considerar as caracteristicas do programa
NEWTOP, verifica-se que a formulagio sem restrigdes igualdade é capaz de abordar
problemas com um maior niimero de variaveis (ver Quadros 6.6 ¢ 6.7). Esta vantagem resulta
do facto de a elimina¢do de Gauss da matriz Hessiana ser realizada atendendo as diversas
submatrizes que a constituem (ver Capitulo 4). A fase que é responsavel pelo elevado
consumo de memdria ¢ a correspondente a resolugdo de um sistema de nt equagGes lineares
com a matriz dos coeficientes simétrica e cheia, sendo n¢ a soma do nimero de variaveis de
projecto com o nimero de restrigdes igualdade. A memoria necessaria nesta fase depende
portanto de nt2, tendo-se verificado que nos problemas com um elevado nimero de varidveis
a memoria utilizada nas restantes fases do algoritmo ¢ de ordem de grandeza inferior.

O tempo de CPU associado a resolugdo do sistema de nt equagdes lineares a nt
incognitas atras referido depende aproximadamente de nt>. Por este motivo e exceptuando os
casos em que o numero de varidveis é pequeno, o tempo de CPU associado a esta fase é
responsavel pela quase totalidade do tempo de CPU de cada iteragdo. Ao considerar as
equagdes de equilibrio como restri¢des desigualdade, era esperado que ao baixar o valor de »¢
se obtivesse uma significava diminui¢do do tempo de CPU por iteragdo. Infelizmente
verificou-se o contrdrio, devido ao facto de o aumento de restrigdes desigualdade ter
contribuido significativamente para o aumento do niimero de termos nfio nulos na submatriz
nt x nt (ver Quadro 6.10). Apesar de se estar a considerar a matriz nf x nt como triangular
superior e cheia, a presenga de um elevado numero de termos nulos conduz a uma grande
economia de operagdes na resolugdo do sistema de equagdes pelo método de eliminagdo de
Gauss. O inesperado aumento do tempo de CPU por iteragdo que se verificou ao passar para a
formulagdo sem restrigdes igualdade € também consequéncia do aumento do fill-in provocado
pelo referido aumento no nimero de termos ndo nulos da matriz dos coeficientes. A influéncia
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da esparsidade desta matriz e do respectivo fill-in no tempo de CPU por iteragdo ¢ dificil de
prever e depende muito das caracteristicas do problema que se estd a resolver. No caso das
trelicas parametrizadas, o facto de as suas caracteristicas serem aproximadamente constantes

faz com que a evolugio do tempo de CPU por iteragdo com o niimero de barras apresente uma

grande regularidade (ver Figura 6.21).

Quadro 6.10 - Treligas parametrizadas - programa NEWTOP - tempo de CPU por iteragdo.

Dados Com restrigdes igualdade Sem restrigdes igualdade
Treliga NB ot T_CPU ot T_CPU
ly x Ix (min.) (min.)

t2x4 64 174 0.0041 119 0.0059
t4x8 256 670 0.0680 463 0.0889
t6x12 576 1486 0.5580 1031 0.7050
t8x16 1024 2622 3.0500 1823 3.4200
t10x20 1600 4078 10.1000 2839 11.9000
t12x24 2304 5854 30.1000 4079 33.6000
t14x28 3136 7950 67.1000 * 5543 81.2000
t16x32 4096 10366 149.0000 * 7231 183.0000

Notas:

- O numero de iteragdes necessario a resolugdo de um problema de optimizagdo situa-se habitualmente entre 15¢30.

- Os tempos de CPU referem-se a célculos efectuados num computador com cerca de 40 MFlops.

Simbologia:

NB - nimero de barras

nt - nimero de vari4veis de projecto + niimero de restrigdes igualdade

T_CPU - tempo de CPU por iteragdo

* - valor extrapolado
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Da comparagdo entre o comportamento do algoritmo com e sem restrigdes igualdade
pode-se concluir o seguinte:
— Vantagens da formulagfo com restri¢des igualdade

- nimero de iteragdes ligeiramente inferior
- tempo de CPU por iteragdo ligeiramente inferior

- processo iterativo mais estavel
—> Vantagens da formulagdo sem restri¢Ses igualdade

- grande economia de memdria central

- possibilidade de resolugdo de problemas com um niimero mais elevado de
variaveis e restri¢des

Tempo de CPU por iteragdo (min.)

10° ; :
@————@ Formulagdo sem restrigdes igualdade
102 . W———® Formulagdo com restrig3es iguaidade t16x32 |
10 ¢ i
10° + |
107"t §
1072 | ]
t2x4
10’ 107 10° 10*

Numero de barras

Figura 6.21- Treligas parametrizadas - evolugdo do tempo de CPU por iteragdo com o nimero de barras.

Pelos motivos atrds referidos conclui-se que se deve sempre optar pela formulagdo
com restricdes igualdade, exceptuando os casos em que a memodria central disponivel ¢é
insuficiente.
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Resolugdo do sistema de equagdes pelo método dos gradientes conjugados

O método de Newton requer que em cada iteragdo seja resolvido um sistema de
equagdes lineares cuja solugdo é um vector que indica a direcgdo a seguir para se chegar ao
ponto 6ptimo. No programa NEWTOP existe a possibilidade de efectuar a resolugdo deste
sistema de equagdes pelo método de eliminagdo de Gauss adaptado as caracteristicas da
matriz Hessiana ou pelo método dos gradientes conjugados (ver Capitulo 4). E em seguida
apresentada uma comparagdo entre as principais caracteristicas dos dois métodos, tendo-se
recorrido de novo ao conjunto de treligas parametrizadas e com um numero de variaveis

crescente.

Na Figura 6.22 esta representada a evolugdo do erro associado a resolugdo do sistema
de equagdes HA X+ VL =0 pelo método dos gradientes conjugados. O gréafico representado
na figura corresponde & primeira das 17 iteragdes de Newton necessarias a optimizagdo da
trelica £4 x 8. Quer nas restantes iteragdes de Newton, quer nas restantes trelicas do conjunto
parametrizado, o grafico com a historia iterativa do método dos gradientes conjugados
apresenta sempre um comportamento semelhante ao representado na Figura 6.22, sendo o
numero de iteragdes o tinico aspecto que varia significativamente. Ao grafico da Figura 6.22
corresponde a resolugdo de um sistema com 2254 equagdes, em que foi exigida uma
diminuigdo do erro inicial para um valor 10'° vezes inferior. Para se obter uma solugdo com
esta precisdo foi necessério efectuar 12 282 iteragdes. A curva representada na Figura 6.22
apresenta trés zonas em que a evolugdo do erro possui caracteristicas distintas e que neste caso

correspondem aos seguintes intervalos:
A = B - acentuado decréscimo do erro;
B — C - pequenas oscilagdes e pequeno decréscimo do erro;
C — D - grandes oscilagdes acompanhadas de um significativo decréscimo do erro.

Se se atender apenas ao valor do erro, facilmente se conclui que somente existem duas
estratégias l6gicas de interrupgdo do processo iterativo. A primeira consiste na realizagéo de
um pequeno numero de iteragdes até as proximidades do ponto B, tirando assim partido do
répido decréscimo do erro para um valor cerca de 10* vezes inferior ao inicial. A segunda
estratégia esta associada a exigéncia de um erro significativamente menor, que obriga a um
prolongamento do ciclo iterativo até 4 regido entre C e D. Na maior parte dos casos, entre B e
C a diminuigdo do erro é insignificante ndo havendo portanto interesse em ai interromper o
processo iterativo. Nalguns casos chegou a verificar-se um ligeiro aumento do erro entre B e
C, que s6 comegou a diminuir apés a realizagéo de um elevado numero de iteragdes.
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Figura 6.22 - Método dos gradientes conjugados aplicado a resolugdo de HA X+ VL = 0. Primeira iteragfo de

Newton relativa 4 optimizag3o da treliga t4x8.

Existe outro aspecto importante que influencia a decisdo relativa ao nimero de
iteragdes que devem ser efectuadas na resolugdo do sistema de equagdes HA X+ VL =0 pelo

método dos gradientes conjugados. Uma vez que este processo iterativo é interior ao processo
iterativo relativo ao método de Newton, a auséncia de precisdo na resolugdo do referido
sistema de equagdes lineares vai por em risco a possibilidade de se chegar a uma solugfo do
programa matematico. Este problema agrava-se significativamente 4 medida que o ntimero de
varidveis de projecto aumenta. Verificou-se também que um aumento do erro na resolugéo do
sistema de equagGes lineares implica um aumento do nimero de iteragdes a realizar pelo
método de Newton. Nas proximidades do ponto 6ptimo, se o sistema de equagdes lineares ndo
for resolvido com elevada precisdo, ndio se consegue obter uma solugdo rigorosa para o
problema de optimizagdo.

Conclui-se portanto que na abordagem de problemas de optimizagio com recurso ao
método dos gradientes conjugados para a resolugio do sistema de equagdes lineares, se deve
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calcular a solugdo de cada um desses sistemas com um nimero de iteragdes da mesma ordem
de grandeza do numero de equagdes. Assim, evita-se 0 inconveniente de ter de realizar um
nimero exagerado de iteragdes para conseguir obter uma solugdo significativamente mais
rigorosa. Nos casos em que esta estratégia ndo conduzir a uma solugdo do problema de
optimizagdo, tem de passar a ser realizado um niimero de itera¢des da ordem de 5 a 10 vezes o
nimero de equagdes. No Quadro 6.11 encontram-se os tempos de CPU por iteragdo relativos a
resolugdo dos problemas de optimizagdo das trelicas 2x4 a t8x16 com quatro estratégias
distintas. A consulta dos valores do Quadro 6.11 permite concluir que nos casos em que 0
sistema de equagdes ¢ resolvido com uma precisdo elevada, os tempos de CPU tornam-se
também muito elevados, sendo claramente mais vantajoso o recurso ao método de eliminagdo
de Gauss. Quando o nimero de iteragdes ¢ igual ao niimero de equagdes, o tempo de CPU ¢é
da mesma ordem de grandeza do correspondente as estratégias A e B, mas sempre

significativamente superior.

Quadro 6.11 - Tempo de CPU por iteragdo de Newton (minutos). Entre parénteses encontra-se o nimero de

iteragdes efectuadas pelo método dos gradientes conjugados em cada iteragdo de Newton.

Treli¢a NB A B C D

ly x Ix (min.) (min.) (min.) (min.)
t2x4 64 0.0041 0.0059 0.0182 (566) 0.0328 (1000)
t4x8 256 0.0680 0.0889 0.2790 (2254) 2.7000 (25000)
t6x12 576 0.5580 0.7050 2.0500 (5062) 18.5000 (50000)
t8x16 1024 3.0500 3.4200 7.4700 (8990) 85.5000 (100000)
Simbologia:

NB - nimero de barras

Resolugdo do sistema de equagdes:
A - método de eliminagdo de Gauss - formulagdo com restrigdes igualdade
B - método de eliminagdo de Gauss - formulagdo sem restrigdes igualdade
C - método dos gradientes conjugados com um nimero de iteragdes igual ao nimero de equagdes
D - método dos gradientes conjugados com um nimero de iteragdes que conduza a uma solugdo do sistema de
equagdes lineares com um erro da mesma ordem de grandeza do obtido em A

Nota:
Os resultados relativos ao método dos gradientes conjugados correspondem 4 formulag3o com restrigdes

igualdade.
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No Quadro 6.12 € evidenciada a grande vantagem do método dos gradientes
conjugados relativamente ao método de eliminagdo de Gauss, que consiste na grande
economia de memdria central. A causa desta acentuada diferenga é o facto de ao método de
eliminagdo de Gauss estar associada a necessidade de armazenar o tridngulo superior da
matriz Hessiana, enquanto que o método iterativo apenas requer o armazenamento dos
respectivos termos nfo nulos. A diferenca entre as necessidades de meméria central dos dois
métodos torna-se cada vez mais significativa & medida que o niimero de equagdes cresce.

Quadro 6.12 - Memoéria central utilizada durante a resolugo do sistema de equagdes lineares
HAX+VL =0 (MBytes).

Treliga NB A B C

ly x Ix (MB) (MB) MB)
t2x4 64 0.122 0.057 0.060
t4x8 256 1.798 0.859 0.250
t6x12 : 576 8.839 4.256 0.550
t8x16 1024 27.510 13.301 0.980

Simbologia:
NB - niimero de barras

Resolugdo do sistema de equagdes:
A - método de eliminagdo de Gauss - formulag@o com restrigdes igualdade
B -método de eliminagdo de Gauss - formulagiio sem restri¢des igualdade
C - método dos gradientes conjugados - armazenamento dos termos ndo nulos da matriz Hessiana - i,j,Hij
(4+4+8 bytes) e vectores auxiliares

Como conclusdo final, refere-se que a grande vantagem do método dos gradientes
conjugados, que consiste na economia de memoéria central, é fortemente penalizada com o
agravamento do tempo de CPU. Sempre que a memoria central disponivel ¢ suficiente, deve
ser utilizado o método de eliminagio de Gauss € a formulago com restrigdes igualdade.

Caracteristicas das solugdes dptimas

Devido ao elevado mimero de varidveis de projecto envolvidas no processo de
optimizagdo do conjunto de treligas atras apresentado, revela-se imprescindivel o recurso a
visualizagdo grafica para se conseguir ter uma percepcdo clara das decisdes que foram
tomadas pelo algoritmo de optimizagio (ver Figuras 6.23 a 6.30). Para evidenciar a
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distribuigdo das dreas das secgBes transversais, foi desenvolvido um programa de computador
que executa o seguinte conjunto de operagdes:

- Substituigdo de cada barra da treliga por um cilindro de eixo coincidente com o
eixo da barra. A altura do cilindro ¢ igual ao comprimento da barra e a drea da
base obtém-se multiplicando a drea da secgdo transversal por um factor que ¢
igual para todas as barras. Este factor varia de treli¢a para treli¢a e foi escolhido

de modo a realgar o mais possivel as caracteristicas da solugdo representada.

- Geragdo de uma malha de elementos finitos sobre a superficie de cada cilindro.
Sio utilizados elementos curvilineos de oito nés. A superficie lateral do cilindro
¢ discretizada com quatro elementos e cada base ¢ representada por um Unico
elemento degenerado em circulo (ver Figura 6.31).

- Visualizagio da malha de elementos finitos constituida pelo conjunto de
cilindros. E utilizado um algoritmo de iluminagZo de objectos, sdo eliminadas as
superficies escondidas recorrendo a um Z buffer e os tons de cinzento sdo
simulados por dithering [San89].

A observagio das solugdes optimas representadas nas Figuras 6.23 a 6.30 permite
concluir que todas elas apresentam determinadas caracteristicas comuns. Segundo o menor
vio formaram-se sempre duas nervuras, que sdo mais evidentes nas trelicas com maior
numero de barras. Nas proximidades da zona periférica sem apoios formou-se também uma
nervura com uma orientagdo perpendicular s outras duas. Na confluéncia desta nervura com a
nervura central existe um conjunto de barras diagonais que se evidenciam em relagdo as
restantes. As barras que apresentam maior secgdo transversal situam-se no inicio da zona
periférica sem apoios, pelo facto de ai existir uma acentuada concentragdo de esforgos.
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Figura 6.23 - Treliga r2x4 - visualiza¢d@o da solug¢do 6ptima (factor de ampliagdo das areas das barras = 3200).

Figura 6.24 - Treliga 14x8 - visualizagdo da solug@o dptima (factor de ampliagdo das 4reas das barras = 830).
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Figura 6.25 - Treliga 16x12 - visualizagdo da solugdo optima (factor de ampliagdo das 4reas das barras

Figura 6.26 - Treliga 18x16 - visualizagdo da solugdo 6ptima (factor de ampliagdo das 4reas das barras = 190).



6.70 CAPITULO 6

Figura 6.27 - Treliga t10x20 - visualizagdo da solu¢do éptima (factor de ampliagdo das 4reas das
barras = 100).

Figura 6.28 - Treliga t12x24 - visualizagdo da solugdo 6ptima (factor de ampliagdo das 4reas das barras = 60).
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Figura 6.29 - Treliga #14x28 - visualizagdo da solug3o 6ptima (factor de ampliagdo das 4reas das barras = 35).

23!

Figura 6.30 - Treliga r16x32 - visualizagdo da solugdo 6ptima (factor de ampliagdo das é4reas das barras
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Figura 6.31 - Na visualiza¢do de treligas tridimensionais cada barra é substituida por um cilindro que por sua vez

¢é discretizado em seis elementos de casca

As solugbes Optimas correspondentes as trelicas com maior nimero de barras sdo
condicionadas pelas restri¢des de deslocamento vertical dos nés. Por este motivo, a estrutura
optimizada apresenta um elevado niimero de nds com deslocamento vertical igual ou préximo
do méximo permitido. Estes nds situam-se na zona central e na zona periférica sem apoios.
Nas Figuras 6.32 e 6.33 encontra-se representada a deformada correspondente a solugdo
Optima da treli¢ca t16x32. Na primeira, todas as barras foram representadas com a mesma
secgdo transversal, enquanto que na segunda € retomada a representagdo com cilindros de
secgiio proporcional  drea de cada barra na solugfo 6ptima. Esta representagdo grafica torna
evidente a deformagdo constante da zona central da treliga.

Na Figura 6.34 encontra-se representada vista de baixo a solugdo inicial utilizada na
optimizagdo da trelica r12x24. Esta solugdo foi obtida multiplicando as 4areas das barras
correspondentes ao Fully Stressed Design (FSD) por um factor constante e igual a cinco. Este
aumento das é4reas das barras teve como objectivo uma diminuigdo dos deslocamentos para
que a solugdo inicial fosse admissivel. A solugdo FSD apenas apresenta uma nervura segundo
o menor vdo e um reduzido nimero de barras com area superior & drea minima na zona
periférica sem apoios. O algoritmo de optimiza¢do modificou esta distribui¢do de secgdes
transversais e apresentou como solugdo optima a estrutura representada na Figura 6.35. Ao
comparar estas duas figuras fica-se com uma percep¢do geral do conjunto de alteragdes
efectuadas pelo algoritmo de optimizagdo. No monitor do computador é possivel visualizar
todas as solugdes intermédias recorrendo a uma técnica de animag¢do. Com o hardware
presentemente disponivel consegue-se representar cerca de 15 imagens por segundo com uma
resolugdo de 832x720 pixels e 256 cores simultineas. Esta animagdo permite visualizar o
faseamento das alteragdes efectuadas pelo algoritmo de optimizago.
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Figura 6.32 - Treliga 16x32 - deformada correspondente a solugdo 6ptima.

r =

|

N
n

Figura 6.33 - Treliga 116x32 - deformada correspondente a solugéo 6ptima.
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Figura 6.34 - Treliga #12x24 vista de baixo - solug#o inicial (factor de ampliagdo das areas das barras = 100).

Figura 6.35 - Treliga 12x24 vista de baixo - solu¢do 6ptima (factor de ampliagdo das 4reas das barras = 100).



OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS COM COMPORTAMENTO LINEAR 6.75

6.3.4 - Comparagiio com os resultados de outros autores

Para comparar as caracteristicas do método de optimizagdo de estruturas proposto com
outros métodos cujos resultados se encontram publicados, foram considerados trés exemplos
de minimizagdo do peso de treligas. Os dois primeiros foram extraidos de [Bel82], que € um
trabalho em que sdo também comparados diversos métodos de optimizagdio. O terceiro
exemplo ¢é apresentado em [Haf85] e [Haf87], tendo este autor efectuado um estudo
comparativo entre a formulaggo integrada (simultaneous analysis and design) € a formulacdo

convencional (nested).

A comparagio entre diferentes métodos de optimizagdo € geralmente efectuada por
intermédio dos resultados obtidos com os correspondentes codigos computacionais. Em cada

caso devem ser avaliados os seguintes aspectos:

1) Precisdo - as restrigdes devem ser rigorosamente respeitadas para que a solucdo
seja admissivel. E também desejavel que o critério de optimalidade ou o critério de
terminagdo do processo iterativo sejam verificados com elevada precisdo. Se tal
ndo se verificar, a solugdo nfio é sequer um minimo local. A uma elevada precisdo
estd obviamente associado um elevado nimero de algarismos significativos

correctos nos resultados.

2) Eficiéncia - a comparagdo entre as eficiéncias de distintos codigos computacionais
executados em computadores com caracteristicas diferentes ¢ uma tarefa
complicada e sem respostas unicas. Os resultados desta comparagdo s3o
influenciados por algumas caracteristicas do computador, tais como a rapidez do
processador, a quantidade de meméria central e de massa disponiveis, a qualidade
do cédigo maquina produzido pelo compilador, a possibilidade de tirar partido de
execucdes em paralelo, etc. E também importante o facto de o método de
optimizago ter sido programado tendo em vista a obtengdo da maxima eficiéncia
num computador com determinadas caracteristicas. Nestes casos existe quase
sempre uma perda de portabilidade do codigo computacional. Devido a constante
evolugdo da informatica, com o decorrer do tempo as conclusdes de um estudo
comparativo de eficiéncias de codigos computacionais podem mesmo ser
invertidas. Existem ainda outros aspectos que também dificultam a comparagdo
entre métodos de optimizagdo, tais como as caracteristicas do problema abordado e
a adaptagio do cddigo computacional a essas caracteristicas. Devido a todas estas
dificuldades apenas serdo aqui referidas ordens de grandeza dos tempos de
resolugdo correspondentes aos diversos métodos. |
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Fiabilidade - a probabilidade de sucesso na resolugdo de um problema de
optimizagdo de estruturas depende muito das caracteristicas da solugdo inicial.
Sempre que a convergéncia para uma solugdo falhar, € possivel recorrer a outra
solugdo inicial. S6 se deve portanto considerar que um método de optimizagdo ndo
¢ capaz de resolver um determinado problema, depois de multiplas tentativas
falharem. Existe também uma grande dependéncia relativamente ao tipo de
problema que se estd a tentar resolver. Por todos estes motivos revela-se muito
dificil classificar métodos de optimizagdo quanto a fiabilidade. S6 a experiéncia
acumulada na resolugdo de um elevado numero de problemas recorrendo a
distintos métodos de optimizagdo pode conduzir a formag¢do de uma opinido
relativa a fiabilidade de cada um deles.

Convergéncia global - uma vez que s6 em casos particulares € conhecido o
minimo global de um problema de optimizag¢do de estruturas, torna-se muito dificil
saber se num determinado problema esse minimo global foi ou néo obtido. Existe
no entanto a certeza de que uma solugéo ¢ um minimo local quando se dispde de
pelo menos uma solug@o melthor. Uma vez que a convergéncia para o minimo
global ou para um minimo local depende da solugdo inicial, a classificagdo dos
métodos de optimizagdo quanto & convergéncia global apresenta as mesmas
dificuldades referidas atras para o caso da fiabilidade.

Versatilidade - alguns métodos de optimizagdo apresentam uma elevada eficiéncia
devido ao facto de ser explorada uma caracteristica particular do problema que se
pretende resolver. A este procedimento estd habitualmente associada uma perda de
versatilidade, que dificulta a abordagem de problemas em que algumas
caracteristicas sejam distintas daquelas que foram consideradas na formulagdo
original. Esta situagdo surge, por exemplo, quando existe a necessidade de
acrescentar a formulagdo do problema um tipo de restricbes que ndo foi
inicialmente previsto. A versatilidade é portanto uma caracteristica desejavel, mas
que poucos programas de optimizaggo de estruturas possuem.

Intervengdo do utilizador - todos os métodos de optimizagdo necessitam da
defini¢do de alguns pardmetros e tolerancias que influenciam o comportamento do
processo iterativo. E habitual existir um conjunto de valores para esses pardmetros,
que conduzem a uma solugdo do problema de optimizagdo com uma eficiéncia
aceitdvel. Os problemas de divergéncia ou de convergéncia lenta do processo
iterativo sdo algumas vezes resolvidos alterando os valores desses pardmetros. Para
que esta interven¢do seja bem sucedida, é fundamental a experiéncia do utilizador
e alguns conhecimentos sobre o algoritmo utilizado. A complexidade deste
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procedimento depende do método de optimizagdo e da qualidade do respectivo
cédigo computacional.

Apresentam-se em seguida os exemplos de optimizagdio de estruturas extraidos de
[Bel82], [Haf85] e [Haf87). As caracteristicas dos métodos utilizados por estes autores, bem
como os resultados por eles obtidos sdo comparados com os correspondentes ao programa
NEWTOP. Nas trés trelias apresentadas, o objectivo € a minimizag&o do peso da estrutura
com as secgdes transversais das barras como varidveis de projecto.

6.3.4.1 - Trelica de 10 barras

Este problema € dos mais utilizados na apresentagdo e comparagdo de diferentes
caracteristicas dos métodos de optimizagdo [Hau79] [Kir81] [Bel82]. E considerado um
problema dificil de resolver, porque a distribui¢io de esforgos nas barras € muito sensivel a
variagdo dos valores das varidveis de projecto [Ber87]. Alguns autores introduzem pequenas
alteragdes nos dados do problema de optimizagio da trelica de 10 barras destinadas a realgar
um ou outro aspecto particular. Os resultados aqui apresentados correspondem ao Caso la de
[Bel82], cujos dados se encontram na Figura 6.36 € no Quadro 6.13.

<
—

360 in 360 in
l L l
7 1 1
® 1 ® 2 ®
N
7 8 9 10
5 6 360 in

® @) l@ T

100000 Ibf 100000 ibf

Figura 6.36 - Treliga de 10 barras - geometria e acgdes.
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Quadro 6.13 - Dados relativos ao problema de optimizag#o da treliga de 10 barras.

Designagdo : trilo0

Objectivo : minimizagdo do peso
Restrigdes : drea minima, tensdo minima/mixima e deslocamento minimo/maximo

Nota: estas restrigdes foram consideradas em todas as barras e segundo
todos os graus de liberdade.

Unidade de forga : libra forga (1bf) (1 1bf = 4.448 N)
Unidade de comprimento : polegada (in) (1 in = 0.0254 m)
Nimero de barrag ---------ce-c-emcmcmmcncnueaa 10

Nimero de vari&veis de projecto independentes ---- 10

Nimero de graus de liberdade ndo prescritos ------ 8 (2*4)
Nimero de restri¢des desigualdade ---------------- 46 (10+2*10+2*8)
Médulo de Young (E) : 1l0e6 1b£/in2
Peso especifico (7) : 0.1 1bf/in3
Area minima (a min) : 0.1 in2
Tensio minima/maxima (6 min/max) : -25e3,25e3 1lbf/in2
Deslocamento minimo/méximo (d min/max) : -2.0,2.0 in
Melhor solugdo conhecida (C) : 5132.420 1bf

Acg¢des no Gnico caso de carga:
Peso préprio + forgas de -100000 lbf segundo y nos nés 2 e 4

Convém realgar que ndo € considerada a encurvadura local nem a global e que é
incluido o peso préprio como uma fungdo das variaveis de projecto. Em algumas publicagdes
[Hau79] [F1e88] o peso proprio ndo é considerado, sendo nesses casos obtida uma solu¢do
melhor do que a indicada no Quadro 6.13. A conversdo para o SI das unidades utilizadas ¢
elementar, uma vez que apenas séo referidas unidades de for¢a e de deslocamento (/bf e in).

No Quadro 6.14 encontram-se os valores finais da fung¢do objectivo correspondentes a
resolugdo do problema com os diversos métodos e algoritmos. Com o programa NEWTOP foi
possivel obter com elevada precisdo a solugdo que se supde ser o minimo global. Para chegar
a esta solugdo foi necessario efectuar um numero consideravel de tentativas com distintas
solugdes iniciais, porque na generalidade dos casos a solugdo que se obtém corresponde a um
minimo local muito préximo do global. O peso correspondente a este minimo local é apenas
0.3% superior ao peso minimo referido no Quadro 6.13. A principal diferenga entre estas duas
solugdes reside no facto de a area da barra 6 ser ou ndo atribuido o valor minimo. Devido a
grande precisdo dos resultados obtidos com o programa NEWTOP, é possivel distinguir
claramente estes dois minimos. Ao contrario do que ¢ habitual noutros problemas, ambas as
solugdes apresentam todos os multiplicadores de Lagrange associados a restrigSes
desigualdade com valores positivos, verificando assim as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker.
As solugdes obtidas com os diversos programas referidos em [Bel82] apresentam pesos 7 a
25% superiores ao minimo global, exceptuando o caso do programa M-4 que ndo convergiu.
No Quadro 6.15 encontram-se as dreas das barras correspondentes & solugdo obtida com o
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programa NEWTOP e a melhor solugéo publicada em [Bel82]. Apesar de os respectivos pesos
apenas diferirem 7%, verifica-se que algumas barras apresentam dareas significativamente
diferentes. Com os restantes métodos foram obtidas solugdes que revelam uma grande
dispersdo de resultados, devido provavelmente a convergéncia para distintos minimos locais.

Quadro 6.14 - Treliga de 10 barras - comparag3o entre a solugo obtida com o programa NEWTOP e as
solugdes publicadas em [Bel82].

Programa Peso final Método
(Ibf)

NEWTOP 5132.420 - método de Newton
OPTDYN 5472.000 (+7%) método das direc¢des admissiveis
CONMIN 5563.000 (+8%) método das direc¢des admissiveis
M-3 5719.000 (+11%) algoritmo de Powell
M-5 5725.000 (+12%) algoritmo de Fletcher
GRP-UI 5727.000 (+12%) método do gradiente projectado
SUMT 5932.000 (+16%) min. sem restr. sequencial-penalidades externas
LINRM 6429.000 (+25%) programagdo quadrética sequencial
M-4 11280.000 (+120%) algoritmo de Powell

Quadro 6.15 - Treliga de 10 barras - comparag3o entre a solugdo obtida com o programa NEWTOP ¢ a melhor
solugdo publicada em [Bel82].

Barra NEWTOP OPTDYN
Area (in2) Area (in2)
1 31.114813 25.774018
2 0.100000 0.100000
3 23.570890 25.113741
4 15.317338 19.388141
5 0.100000 0.100000
6 0.551968 0.100000
7 7.516377 . 15.359036
8 21.541657 20.322401
9 21.620875 20.743674
10 0.100000 1.140175
Peso (Ibf) —» 5132.420 5472.000

Os tempos de CPU correspondentes a resolugdo deste problema sdo muito baixos, ndo
se justificando a realizagdo de comparagdes entre os diferentes métodos.
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6.3.4.2 - Treli¢a de 200 barras

CAPITULO 6

Em [Bel82] foi efectuado um outro estudo comparativo de caracteristicas semelhantes.

Tratou-se da aplicagdo de diversos métodos de optimizagdo na resolugdo de um problema de

minimiza¢do do peso de uma trelica de 200 barras (ver Figura 6.37). Esta trelica foi

inicialmente estudada em [Aro74] e apresenta como principais caracteristicas o facto de ser

solicitada por vérios casos de carga e de ser exigida uma solugdo simétrica com alguma

regularidade. Estas restri¢gdes adicionais sdo consideradas por intermédio de um agrupamento

de varidveis de projecto (variable linking), cuja especifica¢do se encontra no Quadro 6.16. Os

restantes dados relativos a este problema encontram-se no Quadro 6.17.

Quadro 6.16 - Definigdo dos grupos de barras (variable linking).

Grupo Barras...
1 - 1 2 3 4
2 - 5 8 11 14 17
3 - 19 20 21 22 23 24
4 - 18 25 56 63 94 101 132 139 170 177
5 - 26 29 32 35 38
6 - 6 7 9 10 12 13 15 16 27 28 30 31 33 34 36 37
7 - 39 40 41 42
8 - 43 46 49 52 55
9 - 57 58 59 60 61 62
10 - 64 67 70 173 176
11 - 44 45 47 48 50 51 53 54 65 66 68 69 71 72 74 175
12 - 77 178 79 80
13 - 81 84 87 90 93
14 - 95 96 97 98 99 100
15 - 102 105 108 111 114
l6 - 82 83 85 86 88 89 91 92 103 104 106 107 109 110 112 113
17 - 115 116 117 118
18 - 119 122 125 128 131
19 - 133 134 135 136 137 138
20 - 140 143 146 149 152
21 - 120 121 123 124 126 127 129 130 141 142 144 145 147 148 150 151
22 - 153 154 155 156
23 - 157 160 163 166 169
24 - 171 172 173 174 175 176
25 - 178 181 184 187 190
26 - 158 159 161 162 164 165 167 168 179 180 182 183 185 186 188 189
27 - 191 192 1393 194
28 - 195 197 198 200
29 - 196 199
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Figura 6.37 - Treliga de 200 barras - geometria ¢ numeragdo dos nds e das barras.
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Quadro 6.17 - Dados relativos ao problema de optimizagdo da treliga de 200 barras.

Designagdo : tr200

Objectivo : minimizagdo do peso
Restri¢des : 4rea minima e tensdo minima/méxima

Nota: estas restrigdes foram consideradas em todas as barras e em todos
os casos de carga.

Unidade de forga : libra forga (1bf) (1 1bf = 4.448 N)
Unidade de comprimento : polegada (in) (1 in = 0.0254 m)
Nimero de barras ------~-=c-=mcmeccamnmmeccccaanaan 200

Nimero de varidveis de projecto independentes ---- 29

Ndmero de graus de liberdade n&o prescritos ------ 450 (3*2*75)
Nimero de restri¢des desigualdade ----------v----- 1229 (29+3*2*200)
Médulo de Young (E) : 30e6 1bf/in2
Peso especifico (y) : 0.283 1bf/in3
Area minima (a min) : 0.1 in2
Tensao minima/maxima (¢ min/max) : -10e3,10e3 lbf/in2
Deslocamento minimo/méximo (d min/max) : - in
Melhor solugdo conhecida (C) : 26124.041 1bf

Ac¢des em cada caso de carga:
1 - Peso préprio + forgas de 1000 1lbf segundo x nos nés do grupo A
2 - Peso prdprio + forgas de -10000 lbf segundo y nos nés do grupo B
3 - Peso préprio + forgas do caso de carga 1 + forgas do caso de carga 2

Nés do grupo A:
16 15 20 29 34 43 48 57 62 71

Né6s do grupo B:
1 2 3 4 5 6 8 10 12 14 15 16 17 18 19 20 22 24 26 28
29 30 31 32 33 34 36 38 40 42 43 44 45 46 47 48 50 52 54 56
57 58 59 60 61 62 64 66 68 70 71 72 73 74 75

Neste problema ndo existem restri¢gdes de deslocamento e ndo é considerada a
encurvadura local nem a global. O peso préprio € incluido como uma fun¢do das varidveis de
projecto. O agrupamento de barras faz com que o nimero de varidveis de projecto
independentes passe de 200 para 29. O numero de varidveis de projecto relativas aos
deslocamentos dos nés aparece multiplicado por trés, devido ao facto de existirem trés casos
de carga. O elevado niimero de barras que sdo agrupadas e o facto de existirem diversos casos
de carga faz com que este problema, que possui apenas 29 varidveis de projecto
independentes, seja formulado com 479 varidveis. Nestas circunstincias, a formulagdo
integrada apresenta uma grande desvantagem em relagdo as formulagdes que consideram os
deslocamentos dos nés de um modo implicito.

No Quadro 6.18 encontram-se os valores finais da fungfo objectivo que resultaram da
aplicagdo do programa NEWTOP e dos algoritmos referidos em [Bel82]. O melhor resultado
foi obtido com o programa NEWTOP, tendo alguns dos outros algoritmos apresentado
resultados com um peso final semelhante. Com quatro dos oito programas testados em
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[Bel82] ndo foi possivel obter uma solugdo satisfatéria. O programa NEWTOP forneceu a
solugdo Optima a partir de uma solugdo constante, tendo sido necessario efectuar apenas um
rescaling. A execugdo do programa NEWTOP a partir de outras solugdes iniciais revelou a
existéncia de um minimo local cujo peso final excede apenas em 0.02% o melhor resultado
obtido. A solugdo correspondente a este minimo local apresenta como principal diferenca o
facto de as barras 77 a 80 (grupo 12) adoptarem uma area superior 4 minima. No Quadro 6.19
encontra-se a melhor solugdo obtida com o programa NEWTOP e a melhor solugdo publicada
em [Bel82], verificando-se que algumas barras apresentam 4reas significativamente
diferentes. A solug@o obtida com o programa NEWTOP encontra-se representada na Figura
6.38 por intermédio da substituigdo das barras por cilindros (ver sec¢do 6.3.3.3).

Quadro 6.18 - Treliga de 200 barras - comparagio entre a solugo obtida com o programa NEWTOP e as
solugdes publicadas em [Bel82].

Programa Peso final Método
(Ibf)

NEWTOP 26124.041 - método de Newton
M-5 26262.000 (+1%) algoritmo de Fletcher
M-3 26600.000 (+2%) algoritmo de Powell
M-4 26654.000 (+2%) algoritmo de Powell
SUMT 27564.000 (+6%) minimizagdo sem restrigdes sequencial-penalidades externas
LINRM 33315.000 (+28%) programagdo quadrética sequencial
CONMIN 34800.000 (+33%) método das direcgdes admissiveis
GRP-UI ) - método do gradiente projectado
OPTDYN 2) - método das direcgdes admissiveis

Notas provenientes de [Bel82]:
(1) - N4o foi possivel obter a solugdo
(2) - Ndo foi executado devido a insuficiéncia de meméria
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Quadro 6.19 - Treliga de 200 barras - comparagdo entre a solugdo obtida com o programa NEWTOP e a melhor

solugdo publicada em [Bel82].

Grupo 12 barra NEWTOP M-5
do grupo Area (in2) Area (in2)

1 1 0.149019 0.100000
2 5 0.950244 0.979285
3 19 0.100000 0.100000
4 18 0.100000 0.100000
5 26 1.956507 1.993239
6 6 0.301119 0.260768
7 39 0.100000 0.104881
8 43 3.154636 3.004996
9 57 0.100000 0.194936
10 64 4.169900 3.999125
11 44 0.402255 0.375500
12 77 0.100000 0.104881
13 81 5.470519 5.159651
14 95 0.100000 0.144914
15 102 6.495240 6.188619
16 82 0.531479 0.463681
17 115 0.453885 0.603324
18 119 8.105283 7.366750
19 133 0.100000 0.236643
20 140 9.140763 8.443222
21 120 0.880180 0.796241
22 153 0.153839 0.339116
23 157 11.270882 10.104454
24 171 0.100000 0.109545
25 178 12.319288 11.117554
26 158 0.932341 0.815475
27 191 6.941319 10.809718
28 195 11.220041 12.242957
29 196 14.315822 12.766362
Peso (Ibf) —» 26124.041 26262.000
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T A

Figura 6.38 - Treliga de 200 barras - visualizag3o da solug3o 6ptima obtida com o programa NEWTOP.

O programa NEWTOP necessitou de cerca de 20 minutos de CPU para minimizar o
peso da treliga de 200 barras. Este tempo ¢ da mesma ordem de grandeza dos tempos referidos
em [Bel82] para os algoritmos que forneceram resultados com um peso semelhante. Uma vez
que o computador utilizado em 1982 possuia certamente uma performance inferior & dos
actuais, a causa da fraca eficiéncia do programa NEWTOP reside no facto de a formulagéo
integrada dar origem neste problema a um niimero exagerado de variaveis.

6.3.4.3 - Trelica de 72 barras

Para que este estudo comparativo ndo fosse efectuado apenas com os exemplos
publicados em [Bel82], foi também resolvido um problema de optimiza¢do cuja descrigdo se
encontra em [Haf85] e [Haf87]. Este problema consiste na minimizacdo do peso de uma
trelia tridimensional, considerando as &reas das 72 barras como varidveis de projecto
independentes. Ndo sdo consideradas restrigdes de deslocamento nem de encurvadura. Os
dados deste problema encontra-se na Figura 6.39 e no Quadro 6.20. Os resultados obtidos com
o programa NEWTOP encontram-se no Quadro 6.21 e na Figura 6.40. Em [Haf87] €
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efectuado um estudo comparativo entre a formulagio integrada e a convencional (nested). A
primeira foi a que forneceu uma solugdo mais préxima da obtida com o programa NEWTOP,
com um peso apenas 0.5% superior ao indicado no Quadro 6.21. O peso correspondente a
solugdo obtida com a formulagdo convencional (nested) é 1.5% superior ao minimo obtido
com o programa NEWTOP. Neste problema foi simples obter a solugdo 6ptima partindo de
uma solugdo constante, porque o valor da drea minima € relativamente elevado e um nimero
consideravel de barras adoptou esse valor minimo. Esta justificagdo baseia-se apenas na

experiéncia adquirida com a resolugéo de outros problemas de optimizagdo.

1201
\li\ il Ji‘ 120in
19 7

Figura 6.39 - Treli¢a de 72 barras - geometria e numerag3o dos nds.
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Quadro 6.20 - Dados relativos ao problema de optimizagdo da treli¢a de 72 barras.

Designagdo : tr72

Objectivo : minimizagdo do peso
Restricgdes : area minima e tensdo minima/maxima

Nota: estas restrig¢des foram consideradas em todas as

Unidade de forga : libra forga (1lbf) (1 1bf = 4.
Unidade de comprimento : polegada (655 ¢ 1 FOER (3 A 66 ST 100
NGmero de Darras =-===ssassssserccssscnsssvansswec= TR
Namero de varidveis de projecto independentes ---- 72
Nimero de graus de liberdade ndo prescritos ------ 48
Nimero de restrigdes desigualdade ---------------- 216
Médulo de Young (E) : 10e6

Peso especifico (y) = 2084

Area minima (a min) S N0

Tensdo minima/maxima (o min/max) : -25e3,25e3
Deslocamento minimo/maximo (d min/max) : -

Melhor solugdo conhecida (C) : 491.320

Acgdes no UGnico caso de carga:

Peso préprio + fogca de 50000 1lbf segundo x no né
+ forga de 50000 lbf segundo y no né
+ forga de -50000 1lbf segundo z no nd
+ forga de -50000 lbf segundo z no né
+ forga de -50000 1lbf segundo z no né
+ forga de -50000 lbf segundo z no né

barras.

448 N)
0254 m)

(3*16)
(72+2*72)

1bf/in2
1bf/in3
in2
1bf/in2
in

1bf

17
By
17
18
19
20

+ + + + +

Figura 6.40 - Trelica de 72 barras - visualizagdo da solugdo 6ptima obtida com o programa NEWTOP.

6.87
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Quadro 6.21 - Treliga de 72 barras - solugdo 6ptima obtida com o programa NEWTOP.

Barra Area (in2)
2-6 0.138749
3-7 0.138749
4-6 1.997709
4-7 1.997709
4-8 6.087992
6-10 1.828149
6-12 1.948747
7-11 1.828149
7-12 1.948747
8-10 0.133057
8-11 0.133057
8-12 5.891305
9-13 0.229867

10-14 1.860300

11-15 1.860300

12-14 1.964234

12-15 1.964234

12-16 2.388254

13-17 0.344922

14-15 2.141696

14-17 1.851784
14-18 1.977682
14-20 0.250043
15-17 1.851784
15-19 1.977682
15-20 0.250043
16 - 20 2.224070
17 -20 0.373205
Peso (Ibf) — 491.320
Nota:

- as restantes barras possuem 4rea minima.

Com o programa NEWTOP, a resolugdo do problema de optimizagdo da trelica de 72
barras demorou aproximadamente 5 segundos. Este tempo é cerca de 50 vezes inferior ao
referido em [Haf87] e foi obtido num computador cerca de 20 vezes mais rapido. Assim se
conclui que, em computadores com performance semelhante, o programa NEWTOP seria 2.5
vezes mais rapido na optimizagdo da trelica de 72 barras. Esta conclusdo apenas ¢ valida
nestas circunstincias concretas, podendo a relagdo de performance entre dois métodos de
optimizagdo variar significativamente quando se muda de computador, de problema ou de
solugdo inicial.
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6.3.4.4 - Conclusdes do estudo comparativo

A resolugdo de um problema de optimizagdo de estruturas por diversos métodos
permite tirar algumas conclusdes sobre as qualidades e os defeitos desses métodos e dos
respectivos codigos computacionais. Este estudo comparativo restringiu-se aos casos de
minimizag¢do do peso de treligas, mas englobou diversos métodos de optimizagdo utilizados
por diferentes autores. Apresentam-se em seguida as conclusdes baseadas na resolugdo dos
trés problemas atrds descritos. As conclusdes gerais relativas a utilizagdo do programa
NEWTORP serdo incluidas no ultimo capitulo deste trabalho.

Nas trés treli¢as estudadas o programa NEWTOP forneceu sempre a melhor solugdo.
No caso da trelica de 10 barras nenhum dos métodos alternativos se aproximou do melhor
resultado, tendo nalguns casos ocorrido uma convergéncia para minimos e maximos locais.
Nas restantes trelicas quase todos os métodos forneceram solugdes aceitdveis. A elevada
precisdo que as solugdes obtidas com o programa NEWTOP apresentam dificilmente pode ser
alcancada com métodos de primeira ordem. Os resultados fornecidos por estes métodos
apresentam uma dispersdo considerdvel que revela, para além da falta de precisdo, uma falta
de capacidade na distingdo de minimos locais préximos entre si.

A eficiéncia de um método de optimizagdo e do codigo computacional que lhe estd
associado ¢ dificil de avaliar porque depende de intimeros factores. Os exemplos resolvidos
mostram que o programa NEWTOP possui uma eficiéncia aceitavel, exceptuando as situagdes
em que a existéncia de multiplos casos de carga conduz a um exagerado niimero de varidveis.
Na secgdo 6.3.3 foram apresentados exemplos que mostram que o programa NEWTOP ¢
capaz de resolver problemas de optimizag¢do com um nimero de variaveis muito elevado.

O programa NEWTOP apresentou uma boa fiabilidade porque resolveu todos os
problemas de optimizagdo abordados. Existe quase sempre a necessidade de o executar a
partir de multiplas solugdes iniciais, principalmente nos casos em que nédo for efectuado um
pré-dimensionamento da estrutura. Alguns dos métodos testados em [Bel82] divergem ou
fornecem solugdes muito distantes do minimo global.

De um modo geral, a mais importante interven¢@o que o utilizador de um programa de
optimizagdo de estruturas tem de efectuar consiste na preparagdo da solugdo inicial e da sua
eventual alteragio com base em corridas mal sucedidas. O utilizador deve também estar
preparado para modificar um ou outro pardmetro que influencie o comportamento do processo
iterativo. Supde-se que a necessidade de efectuar estas intervengSes € comum a todos os
métodos de optimizagdo de estruturas. '



CAPITULO 7

OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS COM COMPORTAMENTO
NAO LINEAR

Quer a analise, quer a optimizagdo de estruturas com comportamento nio linear pode
ser efectuada recorrendo & programac¢io matemdtica. Quando a hipétese das pequenas
deformacdes ndo é considerada valida, o comportamento da estrutura € ndo linear geométrico
¢ a sua analise pode ser formulada como um problema de minimizagdo da energia [Van87]. A
resolugdo deste tipo de problemas pode ser efectuada com um dos métodos de optimizagdo
referidos no Capitulo 3. Quando o material que constitui a estrutura apresenta uma fase
perfeitamente plastica, é em geral possivel formular o problema correspondente ao calculo do
maximo factor de carga como um programa linear [Ser88]. Refere-se como exemplo o
classico problema do célculo da carga de colapso de um pértico, admitindo a possibilidade da
formagio de rétulas plasticas [Nea77]. Nestas circunstdncias a minimizagdo do peso da
estrutura pode também ser formulada como um programa linear [Nea77]. A resolugdo desta
classe de programas matematicos pode ser efectuada recorrendo por exemplo ao método
simplex [Lue84]. Esta abordagem cldssica da analise ou optimizagdo de estruturas porticadas
com comportamento ndo linear apresenta algumas desvantagens, como por exemplo a
necessidade de linearizar a superficie de cedéncia e a incerteza na localizagdo das rétulas
plasticas quando existem cargas distribuidas [Tin93]. De um modo geral, na abordagem da
optimizagio de estruturas com programagdo linear existe ainda o inconveniente de néo ser
possivel considerar restrigdes de deslocamento ou de deformagéo.

A abordagem com mais generalidade da optimizagdo de estruturas com
comportamento ndo linear encontra-se ainda pouco desenvolvida, devido ao facto de so
recentemente ter sido investigada [Aro87a). Em [WuA87] ¢ proposto um algoritmo baseado
na analise de sensibilidades e que consiste na aplicagdo sucessiva das seguintes fases:

1 - andlise ndo linear da estrutura;

2 - selecgdo das restrigdes que sdo consideradas activas;
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3 - andlise de sensibilidades, i.e., calculo das derivadas das restrices em ordem as
variaveis de projecto;

4 - modificagdo da solugdo recorrendo a um algoritmo de optimizacdo.

Este algoritmo ¢ semelhante a um dos que foi referido na introdugdo do Capitulo 6,
apresentando apenas a particularidade de ter sido adaptado a estruturas com comportamento
ndo linear. Em [WuA87] sdo efectuadas algumas aplicagdes relativas a optifnizag:z’io de trelicas
com comportamento ndo linear material e geométrico.

O desenvolvimento da formulagdo que ¢ proposta neste capitulo foi em parte motivado
pela frequente necessidade de projectar estruturas cujo comportamento nio é perfeitamente
elastico nem perfeitamente plastico. Com este objectivo, é sugerido em [Bla93] que no
pprojecto de uma viga continua sejam arbitrados os valores dos momentos em possiveis rétulas
plasticas ¢ em seguida verificados os valores das rotagdes relativas nessas rétulas. Este
procedimento deve ser sucessivamente aplicado até se atingir uma solugdo que o projectista
considere satisfatdria. Deste modo ¢ alcangada uma solugdo final que ndo apresenta as
desvantagens das solugdes elasticas (momentos flectores negativos exagerados), nem os
inconvenientes das solugdes perfeitamente plésticas (deformagdes plasticas inadmissiveis). O
método proposto em [Bla93] é no entanto demasiado dependente de uma interac¢fio programa
de computador/projectista e na generalidade dos casos ndo conduz a solu¢do mais econdémica.
Com a formulagdo em seguida apresentada € possivel efectuar a anilise e optimizagio
simultinea de vigas continuas com comportamento elastoplastico, sendo consideradas
restricdes relativas a momentos flectores e a deformagdes plasticas. Deste modo sdo
eliminados alguns dos inconvenientes atras referidos.

7.1 - FORMULAGCAO DO COMPORTAMENTO ELASTOPLASTICO

A formulagdo destinada ao estudo de vigas continuas com comportamento
elastopldstico pode ser efectuada independentemente de ter em vista a andlise ou a
optimizagdo de estruturas. Entre estes dois casos é apenas necessério distinguir a expressio da
fungdo objectivo e considerar diferentes grandezas como fixas ou varidveis. No presente
estudo sdo consideradas algumas hipéteses simplificativas destinadas a facilitar a formulagio
do problema, ndo sendo contudo alterados os aspectos fundamentais do respectivo significado
fisico. Algumas das simplificagSes sdo justificadas pelo facto de neste trabalho apenas se
pretender avaliar a aplicabilidade do programa NEWTOP a resolugio de problemas de analise
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e optimizagdo de estruturas com comportamento elastopldstico. A formulagdo considerada no
presente trabalho pode ser facilmente desenvolvida, de modo a serem contemplados alguns
aspectos importantes que tém de ser incluidos no projecto de estruturas reais (e.g.,
coeficientes de seguranga, multiplos casos de carga, outros tipos de estrutura).

Na simbologia da formulagdo que é em seguida apresentada apenas sdo utilizados
caracteres dos intervalos [a, z] e [4, Z], porque as expressdes que constituem o programa
matematico sdo manipuladas simbolicamente pelo programa de computador (ver Capitulo 5) e
este ndo admite os tradicionais caracteres do alfabeto grego. Por este motivo é aconselhada
uma consulta da simbologia sempre que necessério.

Nas vigas continuas que sdo em seguida estudadas ¢ admitido um comportamento
linear elastico - perfeitamente plastico com deformagdes limitadas. Na Figura 7.1 encontra-se
representado o diagrama momento-curvatura considerado [Nea77].

Momento 4 IH
i

Moo . _ ———— Diagrama adoptado

_______ Diagrama real

M —> Momento pléstico

S —> Tensdo de cedéncia

R

P
Limite Curvatura

Figura 7.1 - Diagrama momento-curvatura.

O valor do momento plastico correspondente A sec¢do rectangular representada na
Figura 7.1 é fornecido pela seguinte expressdo [Maj72]

2
M=SBH

(7.1)

Na Figura 7.2 encontra-se definida a rotagdo relativa que ocorre numa rétula plastica
depois de alcangado o ponto 4 da Figura 7.1. Quando € considerado um comportamento
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perfeitamente pldstico, ndo é imposto qualquer limite ao valor de d,~d,. Na presente
formulaggo € considerada a seguinte restri¢fio em todas as rétulas plasticas

—e<d,-d, <e (7.2)

R — rétula pléstica

d, — rotagio a esquerda da rétula

d, —> rotagdo A direita da rétula

d, —d, —> rotagdo relativa numa rétula plastica

Figura 7.2 - Rotagdo relativa numa rétula plastica.

O valor a atribuir ao limite e é da responsabilidade do utilizador e depende
essencialmente do material utilizado, de aspectos regulamentares e de informag#o proveniente
de comparages com resultados experimentais. No presente trabalho e no caso de uma viga
continua em ago ¢ atribuido ao pardmetro e o valor adimensional 0.01 .

Na Figura 7.3 encontra-se o esquema estrutural considerado na andlise e na
optimizagdo de vigas continuas com comportamento elastoplastico. O exemplo representado
na figura apresenta dois tramos (L; e L,), sendo cada um deles constituido por duas barras (g
e b;). Em cada tramo ¢ considerada uma secgfio rectangular constante e uma carga distribuida
(z p, ~G,; B; H;) também constante, sendo Z um factor de carga positivo e G; o peso
especifico do material. E também possivel aplicar cargas concentradas ();, nos nos. Se
existirem cargas concentradas nos tramos, deve ser considerado um né auxiliar em cada
ponto de aplicagdo. Estes nés auxiliares possuem as caracteristicas do né 2, exceptuando o
facto de ndo serem ligados ao exterior.
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0., [ ) 0., Qz,l[ ) 0, 0y, [ > 0,

Zp,- G, B H

9 L bl L a, L b2
1 1 4l 1
L L
l ! % 2 %
4 1 1

Nota: nas extremidades pode ser considerado um apoio duplo em vez do encastramento.

Figura 7.3 - Esquema estrutural de uma viga continua com comportamento elastoplastico.

1.5

Em cada tramo i sdo considerados os deslocamentos e as forgas indicados na

Figura 7.4.
Djer Dy,
i di3 djs di7
%} Dje2 }
}dlz }dm }dzs }dzs
il '
P e
, 4 B ¢ .
Fi,I ] 1
D De De Da
(i=1,...,n) Fiq Fi, Fq Fiq
(s=1,...8)

je —> noaesquerda

jd —> néadireita

Figura 7.4 - Deslocamentos e forgas no tramo / da viga cont{nua.
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No tramo a da barra i devem ser consideradas as seguintes equagdes de equilibrio (por
conveniéncia de notagdo o indice i ndo ¢ representado)

Kd=P+F (7.3)
(12 6 12 6]
a3 a2 a3 az

a a
K=EI
|2 s 2 6 (7.4)
a3 a2 a3 a2
_6 2 6 4
. a2 a a2 N
0T
2
_Z
12
P=(Z p-G B H)
a (7.5)
2
a
| 12 ]

Quando se refere a barra a, a equagdo de equilibrio (7.3) apenas relaciona as forgas e
os deslocamentos dos graus de liberdade 1 a 4. No caso da barra b, as equagdes de equilibrio
obtém-se substituindo em (7.3) a (7.5) o comprimento da barra a pelo da barra b e
considerando os graus de liberdade 5 a 8.

Em cada n6 j séo considerados os deslocamentos e as forgas indicadas na Figura 7.5.
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ie,7
D) .
o) SD .“ o] stde
| - | -
) ‘8 1
e d,d’]
Qi1
e
F.
ie, 7
G| a0 -
DIE SRR
:A’/ :4’
IF- |
Rj’, ie,8 ‘ Fid,I
(G =Lesm R )Rj,z
(t=1,..,2) -

Figura 7.5 - Deslocamentos e forgas num dos nés da viga continua.

Em cada n6 j devem ser consideradas as seguintes equagdes de equilibrio

O+ R =Fgq+Fy,
Qi2+Ry=F.g+Fy,

7.7
ile -—> tramo a esquerda
(ignorarse j=1)
id —> tramo adireita
(ignorarse j=m)
(7.6a)
(7.6b)

As seguintes equagdes garantem a existéncia de compatibilidade entre as diversas

barras que constituem a viga continua (ver Figura 7.4)

di,l = Dje,l
di,S = d1,3
di,7 = Djd,l

(7.72)
(7.7b)

(7.7¢)

Em cada né de transi¢do entre a barra a e a barra b (ponto B na Figura 7.4) devem ser

impostas as seguintes restri¢ées
Fi3=0

F;,s =0

(7.8)

(7.8b)



7.8 CAPITULO 7

As restriges (7.8) obrigam o ponto B (ver Figura 7.4) a coincidir com o ponto em que
o esforgo transverso € nulo e o momento flector é maximo. Qualquer solugdo que respeite
(7.8) respeita também a seguinte equagio de equilibrio

F3+F5=0 (7.9)

Se num determinado tramo ndo existir nenhum ponto de esforgo transverso nulo, as
restrigdes (7.8) tém de ser substituidas pela equagdo (7.9) e deve ser acrescentada a seguinte
equacdo destinada a definir a posi¢do do ponto B

a,=b, (7.10)

Uma vez que nestas circunsténcias o ponto B nfo é um ponto de momento maximo, as
respectivas restri¢des ndo influenciam o resultado final. Esta questio requer uma intervengdo
criteriosa do utilizador do programa de computador e em certos casos particulares pode causar
alguns problemas. Em futuros desenvolvimentos da formulagdio este problema deverd ser

eliminado.

No ponto B de cada tramo i deve ser ainda considerada a seguinte equagdo de
equilibrio de momentos

Fq+Fg=0 (7.11)

As seguintes restrigdes sdo necessarias para estabelecer algumas relagdes entre as
diversas varidveis

L=a +b (7.12)
3
I =% (7.13)
2
M, =S,-B"—4H‘-— (7.14)

Nos graus de liberdade cujo deslocamento € nulo deve ser imposta a restrigdo

D;, =0 (7.15)

Nos restantes graus de liberdade a reacgdo é nula, devendo ser nesses casos
considerada a restri¢do

R, =0 (7.16)
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De acordo com a Figura 7.4 e a equagdo (7.11) devem ser limitados os valores dos

momentos nos pontos 4, Be C.

~-M, < F, <M, (7.17a)
-M, < F, <M, (7.17b)
~M, < Fy<M, (7.17¢)

Atendendo as caracteristicas da presente formulagdo, a limitagdo do momento flector
nestes trés pontos garante que o respectivo valor admissivel néo € excedido em nenhum ponto

do tramo.

As seguintes restrigdes destinam-se a impedir que alguma barra adopte um valor

demasiado pequeno ou negativo

L.
N 7.18
% 2700 (7.18a)
@zli (7.18b)
100

Para contemplar a complementaridade entre o comportamento elastico e o
comportamento plastico (ver Figura 7.1) deve ser considerada em cada rétula plastica uma
restrigdo que garanta a verificagdo de pelo menos uma das seguintes condigdes

M-F=0 (7.19a)
M+F=0 (7.19b)
d;—d, =0 (7.19¢)

Em (7.19) M é o momento plastico (7.1), F é um dos momentos F,, Fy ou Fy (ver
Figura 7.4, e (7.11)), d, é a rotago a esquerda da rétula (ver Figura 7.2), d, € a rotagdo a
direita e (d, —de) ¢ a rotagdo relativa na rétula pldstica. A restrigdo que garante a verificagdo

de pelo menos uma das condiges (7.19) € a seguinte
(M-F)(M+F)(d;-d,)=0 (7.20)

Esta restrigdo contempla a possibilidade de F ser positivo ou negativo e, atendendo a

(7.17), garante uma complementaridade entre as seguintes situagdes
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%MstM
Comportamento elastico { e
L dd —de = O

([F=-M ou F=M
Comportamento plastico < e
|dy—d, #0

A seguinte restri¢gdo € equivalente a (7.20) e apresenta as caracteristicas necessarias
para ser interpretada pelo programa NEWTOP (ver sec¢do 4.2)

Md,;-M*d,-F*d,+F*d, =0 (7.21)

A formulagdo apresentada nesta sec¢do € comum a andlise e & optimizagio de vigas
continuas com comportamento elastoplastico. Nas secgdes que se seguem sdo apresentados os
aspectos especificos de cada uma das formulagSes e sio apresentados alguns exemplos
numéricos.

7.2 - ANALISE DE ESTRUTURAS COM COMPORTAMENTO ELASTOPLASTICO

A anidlise de uma estrutura com as caracteristicas e restri¢des indicadas na secgdo 7.1
pode adoptar uma das seguintes formas:

Problema P1 - calcular o maximo factor de carga (Z) e o comportamento da estrutura (e.g.,
deslocamentos, esforg¢os) para esse valor de Z.

Problema P2 - calcular o comportamento da estrutura para um valor fixo de Z.

O problema P2 sera mais adiante apresentado como um caso particular do problema
P1. O célculo do maximo factor de carga é um problema cujo objectivo é o seguinte

Maximizar Z (7.22)

Para que o programa NEWTOP possa ser utilizado na forma standard, deve ser
considerada a seguinte formulag¢do equivalente a (7.22)

Min. f (x) =-Z (7.23)
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As grandezas que neste tipo de problema sdo previamente fixadas sfo as seguintes (ver

a Simbologia)
(L,E,G,S,e,B,H,I,M,p,Q) (7.24)

Os valores destas varidveis sdo substituidos pelo programa NEWTOP em todas as
fungdes que constituem o programa matemético (ver secgdo 5.3). No problema P1 as varidveis

de projecto sdo as seguintes
(Z,a,b,d,D,F,R) (7.25)
No Quadro 7.1 € indicado o niimero de variaveis de projecto no caso de uma viga

continua com » tramos e m nos (ver o exemplo da Figura 7.3).

Quadro 7.1 - Problema P1 - numero de varidveis de projecto.

Varidvel de projecto Quantidade
Z i
a n
b n
d 8n
D 2m
F 8n
R 2m
Total 1+18n+d4m

No Quadro 7.2 encontra-se a identificagdo e a contagem das restrigdes, de acordo com

a formulagdo indicada na secgdo 7.1.
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Quadro 7.2 - Problema P1 - niimero de restrigdes.

Tipo de restri¢do Quantidade Total
(7.17) 6n

Desigualdade (7.18) 2n 14 n
(7.2) 6n
(7.3) 8n
(7.6) 2m
(7.21) 3n

Igualdade (7.12) n " 18n+4m
1.7 3n
(7.8) 2n
(7.11) n

(7.15) ou (7.16) 2m

Uma vez que existem 18 n + 4 m restri¢des igualdade, é possivel considerar Z como
varigvel independente e considerar as restantes varidveis do Quadro 7.1 como varidveis
dependentes. As 18 n + 4 m restri¢des igualdade indicadas no Quadro 7.2 constituem, depois
de fixado o valor de Z, um sistema de equagdes no lineares com 18 n + 4 m incognitas. A
resolugdo deste sistema de equagdes com o objectivo de calcular o valor inicial das varidveis
dependentes é contudo desaconselhado, porque as equagdes (7.21) s6 tém um significado
fisico correcto se forem acompanhadas das restrigdes desigualdade (7.17) e durante a
resolugdo do referido sistema de equagdes estas restrigdes ndo sdo consideradas. Por este
motivo, sugere-se que o calculo do valor inicial das varidveis dependentes nio seja efectuado
pelo programa NEWTOP e que seja fornecida uma solugdo inicial, eventualmente
inadmissivel, em que nenhuma restri¢do desigualdade se encontre activa. De acordo com a
experiéncia acumulada na resolugfo de alguns problemas, é aconsethada uma solugdo inicial a
qual corresponda uma rotagdo pléstica ndo nula em todas as rétulas. Apesar de esta solugdo
inicial ser na generalidade dos casos inadmissivel, verifica-se ser assim mais provavel a
obtengdo do maximo factor de carga Z.
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Com o objectivo de clarificar as caracteristicas da formulagdo proposta e validar os
resultados obtidos € efectuada uma comparagdo com o problema de maximizag¢do do factor de
carga indicado na Figura 7.6 [Tin93].

VA
P L=1
Y Y
E=1
S=1
H A B C e=1000
L

B a b
| I=1
I
L M=1
p=-1
Nota: nfo é considerado o peso préprio.
Figura 7.6 - Problema de maximizag3o do factor de carga Z [Tin93].
Em [Tin93] é indicada como solug@o exacta o seguinte valor de Z
Z=11.6569 (7.26)

Com a formulagdo atrds indicada e recorrendo ao programa NEWTOP para a
resolucdio do correspondente programa matemético foi confirmada a solugdo (7.26).

Devido ao facto de o volume de informago associado a resolugéo deste problema com
o programa NEWTOP ndo ser muito elevado, sdo em seguida apresentados os dados e os
resultados mais significativos. Na Listagem 7.1 encontra-se o programa matematico
correspondente & maximizagdo do factor de carga da estrutura representada na Figura 7.6. A
fungdo objectivo corresponde a (7.23) e as restrigdes encontram-se enumeradas no Quadro
7.2. As restrigSes igualdade que podem ser directamente substituidas no programa matematico
encontram-se na Listagem 7.2 (ver também a secgdo 5.3). Na Listagem 7.3 sdo apresentados
os resultados obtidos com o programa NEWTOP. A folga nula nas restrigdes M_1_M_min e
M_1_R_max indica a formagdo de rétulas plasticas nos pontos B € C da viga representada na
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Figura 7.6. O valor da varidvel a que define a posi¢do da rétula B s6 é conhecido apos a
resolucdo do programa matematico.

Listagem 7.1 - Maximizagdo do factor de carga de uma viga - programa matematico.

### Main title of the nonlinear program
Maximizacao do factor de carga de uma viga

Min.
-2 ;
s.t.i.c.
M_1 L min: - F_12-Ml <0 ;
M 1L max: + F_1 2 - M1 < 0 ;
M1 Mmin: - F_1 4 - Ml <0 ;
M1 Mmax: + F_1 4 - M1 < 0 ;
M_1 R min: - F_1 8 - Ml < 0 ;
M 1 R max: + F 1 8 - M1 < 0 ;
al_min: - al + 0.01 * L1 < 0 ;
bl min: - bl + 0.01 * L1 < 0 ;
Rot_1 L min: - el +D12-d12=<20;
Rot_1 L max: - el -D 12 +d12«<20;
Rot_1 M min: - el +d 14 -d.16«<20;
Rot_1 M max: - el - d 1 4 +d_16 <0 ;
Rot_1 R min: - el +d 18 -D22<0 ;
Rot_1 R max: - el - d 18 +D22«<20;
s.t.e.c.
Equil_al_1: + 1.2000000000e+01 * al * -3 * E1 * I1 * d 1 1
+ -6.0000000000e+00 * al * -2 * E1 * I1 * d12
+ =-1.2000000000e+01 * a1l *~ -3 * E1 * I1 * dil3
+ =-6.0000000000e+00 * al * -2 * E1 * I1 * d_1 4
+ -5.0000000000e-01 * Z * al *~ 1 * p1
- -5.0000000000e-01 * al * 1 * G1 * Bl * Hl - F_1.1=20;
Equil_al_2: + -6.0000000000e+00 * al * -2 * E1 * I1 + d 1 1
+ 4.0000000000e+00 * al * -1 * E1 * I1 + d12
+ 6.0000000000e+00 * a1l * -2 * E1 * I1 + d 1.3
+ 2.0000000000e+00 * a1l * -1 * E1 + I1 * d1 4
+ 8.3333333333e-02 * 2 * al * 2 * p1
- 8.3333333333e-02 * a1l ® 2 * G1 * Bl * Hl - F12=20;
Equil_al_3: + -1.2000000000e+01 * al * -3 # E1 * I1 * d 1 1
+ 6.0000000000e+00 * al ~ -2 * E1 * I1 * d_1_2
+ 1.2000000000e+01 * al * -3 * E1 * I1 * d 1 3
+ 6.0000000000e+00 * a1l * -2 * E1 * I1 * d_1 4
+ -5.0000000000e-01 * Z * a1l * 1 * pl
- -5.0000000000e-01 * a1l * 1 * G1 * Bl * H1 - F_13=20;
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Equil_al_4:

Equil bl 1:

Equil_bil_2:

Equil bl_3:

Equil_bl_4:

Equil _nl_1:
Equil_nl_2:
Equil_n2_1:
Equil_n2_2:

Compl 1 L:

Compl_1_ M:

Compl_1 R:

Ll=al+bl:

END_OF_FILE

+ + o+ + + o+ o+ o+ o+ 4+

+ + + + +

A A A I

+ + + +

+

+

M1

d12+F12"2+D1

M1

M1

.0000000000e+00
.0000000000e+00
.0000000000e+00
.0000000000e+00
.3333333333e-02
.3333333333e-02

.2000000000e+01
.0000000000e+00
.2000000000e+01
.0000000000e+00
.0000000000e-01
.0000000000e-01

.0000000000e+00
.0000000000e+00
.0000000000e+00
.0000000000e+00
.3333333333e-02
.3333333333e-02

.2000000000e+01
.0000000000e+00
.2000000000e+01
.0000000000e+00
.0000000000e-01
.0000000000e-01

.0000000000e+00
.0000000000e+00
.0000000000e+00
.0000000000e+00
.3333333333e-02
.3333333333e-02

A

A

A

+ + + +

'ﬂl"!]l"li"'lj

N

® N
1

2 *d12-M

2*d16 -M

2*D22-M

D22+F18" 2+

Ll - al - bl =0 ;

A

o o oo

*

~ 2

N

A

2 *
d16*F14”2+d114

A

2 *
d1s

* bl ~ -2 *
* b1 * -1 *
* b1 * -2 *
* bl ~ -1 *
* 72 % b1 *
* b1 *

2 *GlL *Bl*HL-F138

2

* al -2 * E1
* a1 * -1 * E1
* 31 * -2 * E1
* a1 ~ -1 * E1
* Z kg1 ~ 2 %
* a1 *

* b1 * -3 * E1
* b1 ~ -2 * E1
* b1 © -3 * El1
* bl * -2 * E1
* 7 % bl ~ 1 *
*

El
El
El
El

*

I1
I1
I1
I1

* * * *
* * * *

pl

2 * Gl * Bl *Hl - F_1 4

* I1 * 415
*I1 *d16
* 11 +d17
* I1 * d 1 8
pl

bl * 1 * Gl * Bl * Hl - F_1_5

* bl * -2 * E1 * I1 * d_1_5
* bl * -1 * E1 * I1 *d 1 6
* bl ©* -2 * E1 * I1 * 4_1_7
* bl % -1 * E1 * I1 * 4 _1_8
* 7 *bl * 2 *pl

* bl © 2 * GL * BL * H1 - F_1 6
* bl ~ -3 * E1 * I1 * 4_1_5
* b1 * -2 * E1 * I1 * d_1_6
* bl © -3 * E1 * I1 * d.1_7
* bl * -2 * E1 * I1 * d 1 8
* 2 * bl *1+*pl

*

b1 * 1 * GL * B1L * H1 - F_1_7

I1
I1
I1
I1

* o+ * *
* % % *

pl

*2 =0 ;
*2=0;
*2 =0 ;

7.15
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Listagem 7.2 - Maximizago do factor de carga de uma viga - variaveis que vdo ser substituidas no

programa matematico.

Ll = 1.0

El = 1.0

Gl = 0.0

Sl = 1.0

el = 1000.0

Bl = 0.44444444444
Hl = 3.0

I1 = 1.0

M1 1.0

pl = -1.0
Q11=0.0
Q12=0.0
Q21=0.0

Q22 =0.0

d_1 1= 1.0* D 11
d15= 1.0 *d 13
d17= 1.0* D21
F 13 = 0.0

F_1.5= 0.0

F 16 =-1.0%*F14
D11 =0.0
R12=0.0
D21=0.0

D22 =20.0

Listagem 7.3 - Maximizagdo do factor de carga de uma viga - resultados.

*** DParametros gerais:

Numero de iteracoes

Valor da funcao objectivo

Erro

*** Variaveis de projecto:

[w
-

@ J oUW
@O0 s WN P

100

B e e

B W N oW

TN

WD H O W
1

oOrRrMHMPBPWOOHROKHL OOK

.65685424949236900000
.00000000000000000000
.41421356237309492000
.58578643762690508000
.00000000000000000000
.00000000000000000000
.00000000000000000000
.00000000000000000000
.44444444443999997000
.00000000000000000000
.00000000000000000000
.00000000000000000000
.00000000000000000000
.00000000000000000000

->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
-2
->
->
->

16
~1.16568542e+01
7.63027033e-09

2
Ll
al
bl
El
G1
S1
el
Bl
Hl
I1
M1
pl
d_1 1
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15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
.25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

*** Folgas nas

42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

O NO P OOODODONHNO O OO OO OO

.38919067808613428000
.11831483839906291000
.11304830317101416000
.11831483839906291000
.00671391707078631580
.00000000000000000000
.20197606294564019000
.00000000000000000000
.38919067808613428000
.00000000000000000000
.00000000000000000000
.82842712474619070000
.000000000035000000000
.00000000000000000000
.99999999999999989000
.00000000000000000000
.99599999999999989000
.82842712474618810000
.99999999999999989000
.00000000000000000000
.00000000000000000000
.00000000000000000000
.00000000000000000000
.82842712474619070000
.00000000000000000000
.82842712474618810000
.99999999999999989000

restricoes desigqualdade:

[+ TR B R U1 R VR I O I

Al el el
B W N E oW

OO NMMMO OO

.99999999999999989000
.99999999999999967000
.00000000440054965830
.00000000000000000000
.00000000000000040000
.00000000036199383764
.40421356237309497000
0.
1000.
1000.
999.
1000.
1000.
999.

57578643762690518000
00000000000000000000
00000000000000000000
88023777975832000000
11976222024160000000
20197606294520000000
79802393705438000000

[} ) [} i [} [}

]
V VV V V VV VYV YV VYV YVVY

mlwlmlwlo IO IO llOI'ﬁI"l]I"l:ll'l:ll"dl":l"‘l:ll'ﬁ IUIU IUIUIQ‘IQ‘IQ‘IQ‘IQIQ‘IQ‘
DN H BN R BB RRBRR BB BUODNDBRRBRR B3 3

->

R R PR U v e e U T U A o N
NP NRPOVMNHENPRPONOBRWNHENRENRONOUG D WD

M_ 1 L min
M 1 L max
M_1 M min
M_1 M max
M_1 R min
M_1_R max
al_min

bl _min

Rot_1_L min
Rot_1_ L max
Rot_1 M min
Rot_1 M max
Rot_1 R min
Rot_1_R_max

*** Multiplicadores de Lagrange das restricoes desigualdade:

56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

W 3R U W

e el
S W N oW

[ =Ne)

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.
-0.

.00000000108465228909 -> M_1_L min
.00000000025607375987 -> M_1_L_max
.00070243560051960871 -> M_1_M_min
00000000031177724583 -> M_1_M max
.00000000025607375987 -> M_1_R_min
.00129704062683631840 -> M_1_R_max
00000000090894068338 -> al_min
00000000090894068338 -> bl_min
.00000000000050000000 -> Rot_1_L_min
00000000000050000000 -> Rot_1_L_max
.00000000000050010002 -> Rot_1_M min
00000000000049990002 -> Rot_1_M_max
00000000000049995000 -> Rot_1_R_min
00000000000050005000 -> Rot_1_R_max

7.17
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*** Multiplicadores de Lagrange das restricoes igualdade:

70 1 -0.00000000000561284618 -> Equil_al_1
71 2 -4.82842712474619340000 -> Equil _al 2
72 3 2.00000000000000000000 -> Equil_al_3
73 4 -4.82842712474619070000 -> Equil al_4
74 5 1.99999999999999960000 -> Equil_bl 1
75 6 3.41421356237309050000 -> Equil bl 2
76 7 -0.00000000000561283663 -> Equil b1 3
77 8 3.41421356237309450000 -> Equil bl 4
78 9 0.00000000060051531311 -> Equil ni1_1
79 10 4.82842712474619340000 -> Equil_nl 2
80 11 0.00000000040971350224 -> Equil_n2_1
81 12 0.00000000111111110425 -> Equil_n2_2
82 13 -0.00000003721614637824 -> Compl_1_L
83 14 34.40959192335467500000 -> Compl_1 M
84 15 -8.44881436077878330000 -> Compl_1 R
85 16 23.31370849898476600000 -> Ll=al+bl

A resolugdo do problema P2, definido no inicio desta secgéo, pode ser efectuada com a

formulagdo destinada a resolugdo do problema P1, com a excepgio de ser necessério
acrescentar a seguinte restrigdo, em que Z representa um valor fixo.

Z=7 (7.27)

Com esta restrigdo adicional o programa matematico passa a apresentar um niimero de
restricdes igualdade igual ao numero de varidveis. Nestas circunstincias continua a ser
possivel obter uma solugdo admissivel com o programa NEWTOP, desde que Z nfo seja
maior do que o maximo factor de carga. Na generalidade dos casos, a solugio do problema P2
€ a Unica solugdo admissivel do correspondente programa matematico.

7.3 - OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS COM COMPORTAMENTO
ELASTOPLASTICO

A optimizagdo de uma estrutura com as caracteristicas e restrigdes indicadas na sec¢fo
7.1 pode adoptar diversas formas que diferem essencialmente na selecgdo das varidveis que
sdo previamente fixadas e das que podem ser modificadas pelo algoritmo de optimizagdo.
Nesta secgdo ¢ considerada a seguinte formulag3o:
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Problema P3 - minimizar o custo de uma viga continua com diversos tramos de comprimento
fixo e com comportamento elastoplastico. Sdo consideradas como variaveis as
alturas das secg¢Oes € como grandezas fixas as larguras das secges, as acgdes e

as caracteristicas dos materiais.

O objectivo deste problema € o seguinte
Min.f( ) Z ¢, L B, H) (7.28)

Se se pretender minimizar o peso da estrutura, a c; deve ser atribuido o valor do peso
especifico do material em vez do respectivo custo por unidade de volume.

No problema P3 as seguintes grandezas sdo consideradas fixas, sendo pré-substituidas
pelo programa NEWTOP (ver secgdo 5.3).

(Z,L,E,G,c,S,e,B,p,Q) (7.29)

As variaveis de projecto sdo as seguintes

( b,H,I, M, d,D,F,R) (7.30)

No problema P3 existem portanto 21 n + 4 m variaveis de projecto (ver Quadro 7.1). A
formulagdo do problema P1 (ver Quadro 7.2), devem ser acrescentadas as restrigdes igualdade
(7.13) e (7.14). No problema P3 existem assim 14 »n restricdes desigualdade € 20 n + 4 m
restri¢des igualdade. Subtraindo o numero de restrigdes igualdade ao nimero de varidveis de
projecto, conclui-se que o nimero de varidveis independentes € igual a n. No problema P3 as

variaveis independentes sdo as alturas das secgdes (H), porque se estas forem fixadas, o

problema de optimizagdo ¢ transformado num problema de analise (ver problema P2). Pelos
motivos indicados na sec¢do 7.2, sugere-se que o valor inicial das varidveis dependentes ndo
seja calculado pelo programa NEWTOP e que a solugdo inicial apresente rotagdes plasticas
moderadas em todas as rétulas. A solugdo inicial pode eventualmente ser inadmissivel e deve
implicar a existéncia de folgas ndo nulas em todas as restrigdes desigualdade.

Com o objectivo de validar a formulagdo proposta e avaliar a aplicabilidade do
programa NEWTOP a optimizagdo de estruturas com comportamento ndo linear, €
considerada a viga continua que se encontra representada na Figura 7.7. Antes de proceder a
respectiva optimizagdo foi efectuada uma andlise com os dados indicados na Figura 7.7 € com
a formulagdo correspondente ao problema P1 (ver secgdo 7.2). A maximizagdo do factor de
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carga Z com o programa NEWTOP conduziu aos resultados indicados na Figura 7.8. Estes
resultados foram confirmados com um programa de analise linear de estruturas [Aze92], tendo
sido utilizados elementos de barra prismatica.

Ll =6m

Z p, Ly =9m

. Zp, E\=Ey= 200000MPa3

I Gy =G, = 0.077MN/m
? | T ? ? ? 1 =0 =1
Sy =8, =500MPa
€= =0.01
By =B, =0.04m
H, 4 B C D H; =0.10m

”Aﬂ , Hy, =0.15m
i ® @ E I} =3.333333x10" ® m*
L " I, =11.25%10"5 m*

L2=9m M; =0.05 MNm

L My =0.1125 MNm
! ! 1 p=-0.04 MN/m
p2» ==0.02 MN/m

Nota: o peso préprio ¢ considerado como uma fungdo das varidveis de projecto. ~ Volume = 0.078 m>

Figura 7.7 - Viga continua com comportamento elastoplastico.

Miximo factor de carga Z=0.411 442

@ Momento maximo em 4 e em B
Rotagdo plasticaem 4 = 0.00133680

Rotagdo plastica maxima em B
H,=0.10m H,=0.15m

Volume = 0.078 m3

Figura 7.8 - Resultados da anlise da viga continua representada na Figura 7.7.

A viga continua representada na Figura 7.7 foi em seguida optimizada nas condi¢Ges
correspondentes ao problema P3. Com o objectivo de comparar o volume da solugdo
analisada com o volume da solugdo 6ptima, foi considerado o factor de carga indicado na
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[y

Figura 7.8. Com Z = 0.411 442 ¢ com H, e H, como varidveis independentes foi obtida a
solugdo 6ptima indicada na Figura 7.9.

4 4 B c D Factor de carga Z=0.411 442

®

i
=

@ Momento miximo em B e em D

Rotagdo plastica mdximaem Beem D

_ 3
H,=0.103 512m H,=0.106910m Volume = 0.0633305m

Figura 7.9 - Resultados da optimiza¢do da viga continua representada na Figura 7.7.

O volume correspondente a solug@o inicial analisada (ver Figura 7.7) é cerca de 23%
superior ao volume correspondente a solugdo optima (ver Figura 7.9).

Os deslocamentos e os esforgos correspondentes a solugdo Optima indicada na
Figura 7.9 foram também confirmados com um programa de analise linear de estruturas
[Aze92]. Na Figura 7.10 encontra-se representada a correspondente deformada e na
Figura 7.11 o diagrama de momentos flectores.

® ©, b

Rotagdo pldstica
maximaem B eem D

Figura 7.10 - Deformada correspondente a solu¢do éptima indicada na Figura 7.9.
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M; =0.053 574 MNm M, =0.057 149 MNm

Momento maximo em B e em D j

Figura 7.11 - Diagrama de momentos flectores correspondente a solugio 6ptima indicada na Figura 7.9.

7.4 - OBSERVACOES FINAIS

A formulagdo proposta neste capitulo revela-se ja suficientemente versatil para ser
aplicada a diversos tipos de problemas de optimizagdo. O facto de praticamente todas as
grandezas associadas & descrigdo e ao comportamento da estrutura estarem presentes como
varidveis na formulagdo torna muito simples a abordagem de outros tipos de problemas (e.g.,
optimizagdo da posigdo dos apoios, optimizagdo de materiais). Verifica-se também que todas
as considerages atrds referidas sdo susceptiveis de serem generalizadas a outros tipos de
estruturas reticuladas (e.g., porticos). Os resultados da anélise efectuada com base na
programagdo matematica, bem como os correspondentes a solugdo 6ptima devem ser sempre
verificados recorrendo a uma andlise ndo linear incremental [Aze85]. Esta necessidade ¢
devida ao facto de a formulagdo proposta apenas contemplar um nivel de carregamento,
ignorando assim o efeito da histéria da aplicagiio das ac¢des e a existéncia de eventuais
descargas locais [Iro86]. Admite-se no entanto que na generalidade dos casos uma solugdo
Optima obtida com a hipétese de existéncia de um tnico nivel de carregamento ¢
suficientemente rigorosa.
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CONCLUSOES

8.1 - OBSERVACOES FINAIS

A investiga¢do no dominio da optimizagdo de estruturas tem tido como principal
objectivo a resolugdo de problemas com comportamento linear com um niimero moderado de
varidveis de projecto independentes e com um nimero de graus de liberdade relativamente
elevado, de modo a tornar possivel a abordagem de casos com interesse pratico. Para se
conseguir esse objectivo, € em geral necessdrio considerar as varidveis que caracterizam o
comportamento da estrutura de um modo implicito (analise de sensibilidades) e, devido as
exigéncias proibitivas associadas ao calculo de segundas derivadas, é habitual recorrer a
métodos que apenas necessitam de primeiras derivadas. Com esta formulagdo tém sido
resolvidos com sucesso alguns problemas de consideravel complexidade [Fle86] [Esp87],
continuando no entanto a existir uma grande dificuldade na abordagem de problemas que
apresentem um numero de varidveis de projecto independentes superior a escassas centenas
[Van93] [Ram94]. A optimizagdo de estruturas com comportamento nio linear recorrendo a
formulagdes baseadas na andlise de sensibilidades s6 recentemente foi iniciada [Aro87a],
permanecendo limitada & resolugdo de problemas de reduzida complexidade.

Como alternativa & abordagem da optimizagdo de estruturas por intermédio da
programac¢do matemadtica e andlise de sensibilidades, alguns autores propdem métodos
dependentes do significado fisico do problema e que se baseiam na verificagdo de um critério
de optimalidade [Ber87]. Com estes métodos € possivel resolver problemas de optimizag&o
com muitas centenas de varidveis, mas o respectivo campo de aplicagdo permanece muito
limitado [Ram94].

O principal objectivo do presente trabalho consistiu na abordagem da optimizagdo de
estruturas de um modo mais genérico e mais versatil, mantendo uma eficiéncia aceitavel, que
permita uma resolugdo em tempo util de problemas com consideravel complexidade. Uma vez
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que a robustez de um método de optimizagio é uma caracteristica decisiva do ponto de vista
de garantia da qualidade da solugdo, foi desenvolvido um método baseado em aproximagdes
de segunda ordem. Pelo facto de serem utilizadas aproximagdes de grau mais elevado do que é
habitual, torna-se possivel na generalidade dos casos a obtengdo com maior fiabilidade de
solugGes rigorosas. Apesar do aumento de complexidade que resulta da necessidade de
calcular as primeiras e segundas derivadas de todas as fungdes presentes no programa
matemdtico; foi possivel resolver problemas com um nimero de varidveis de projecto
independentes da ordem dos milhares e com um nimero de restri¢des da ordem da dezena de
milhar. Da compara¢do com algumas solugdes obtidas com outros métodos e por outros
autores, foi possivel concluir que os resultados publicados neste trabalho apresentam uma
elevada precisdo e que o método proposto se revela menos susceptivel de convergir para

minimos locais.

Tendo como principal objectivo a possibilidade de formular os problemas de
optimizagdo de estruturas com uma elevada versatilidade, foi necessario considerar as
varidveis associadas ao comportamento da estrutura como varidveis de projecto. Esta
formulagdo apresenta‘a vantagem de ser evitada a analise de sensibilidades, mas conduz a um
aumento significativo do nimero de variaveis, principalmente quando as estruturas sdo
solicitadas por multiplos casos de carga. Este inconveniente tem uma progressiva tendéncia
para se tornar secunddrio, devido ao constante aumento da performance e da capacidade dos
meios de célculo automatico. A consideragfio das variaveis associadas ao comportamento da
estrutura como variaveis de projecto ¢ fundamental quando o respectivo comportamento € n3o
linear. Deste modo ¢ evitado o recurso a uma analise de sensibilidades mais complexa, bem
como a necessidade de efectuar sucessivas reanilises da estrutura recorrendo a métodos
incrementais.

Com base na situagéo actual de desenvolvimento do método proposto neste trabalho, é
possivel concluir que a optimizagdo de estruturas reticuladas (articuladas ou continuas) e
eventualmente com um comportamento ndo linear pode ser efectuada de um modo robusto e
eficiente. A sua extensdo a outros tipos de problemas ¢ facilitada pelo facto de a preparagio
dos correspondentes programas matematicos apresentar uma grande versatilidade, que resulta
da possibilidade de interpretagéo automatica pelo préprio codigo computacional.

O método de optimizagdo desenvolvido no 4mbito do presente trabalho apresenta uma
significativa dependéncia da qualidade da solugfo inicial. Se o utilizador nio pré-dimensionar
a estrutura e ndo atender ao significado fisico das varidveis do problema, o sucesso da
aplicagéio do método de optimiza¢do pode ser comprometido. Se o codigo computacional for
utilizado nas condi¢des sugeridas, qualquer projectista de estruturas sera certamente capaz de
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utilizar as técnicas de optimizagdo propostas com o objectivo de conseguir solugdes mais
econdmicas e igualmente seguras.

8.2 - SUGESTOES PARA FUTUROS DESENVOLVIMENTOS

O método desenvolvido no ambito do presente trabalho pode ser utilizado na resolugio
de um elevado niimero de classes de problemas de optimiza¢do. Sempre que é desenvolvida a
formulagdo de um novo tipo de problema, deve ser também preparado um programa de
computador destinado & geragdo das fungdes que constituem o programa matematico. Estes
programas de computador devem apresentar uma elevada versatilidade para que qualquer
restri¢do com interesse pratico possa ser incluida no programa matematico. Tendo em vista
um futuro desenvolvimento da optimizagdo de estruturas com base na utilizagdo do programa
NEWTOP como caixa negra, sugere-se a preparagio de programas de computador destinados
a geragfo de programas matematicos nos seguintes dominios:

optimizagdo da forma de estruturas reticuladas;
- optimizagdo de estruturas pré-esforgadas;

- optimizagdo de estruturas com restrigdes relativas a valores proprios (frequéncias
proprias ou instabilidade);

- optimizagdo de estruturas sujeitas a grandes deformagGes;
- optimizagdo de fundagdes e estruturas de suporte de terras;
- optimizagdo de espessuras em meios continuos; |

- optimizagdo da forma em meios continuos;

- optimizagdo de materiais.

Esta lista ndo é exaustiva e pode ser ampliada com problemas que correspondam a
combinagbes das caracteristicas atras indicadas. Algumas das formulagdes referidas foram ja

testadas com sucesso em casos simples.
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O programa NEWTOP apresenta-se j4 numa fase avangada de desenvolvimento,
devendo no entanto ser melhorados os seguintes aspectos:

- aumento da eficiéncia e da economia de meméria durante a resolugdo do sistema
de equagdes HAX + VL =0, tendo em consideragio a elevada esparsidade da

matriz Hessiana;
- aumento da eficiéncia e da robustez da fase de pesquisa unidimensional;

- aumento da versatilidade do médulo de interpretagdo e derivagiio de fungdes, tendo
em vista a manipulagdo de outros tipos de expressdes.

Devido ao facto de o programa NEWTOP apresentar j4 um elevado ntimero de
moédulos, afigura-se como fundamental que, antes de se proceder ao aumento da sua
funcionalidade, a escrita do cédigo computacional passe a ser efectuada tirando partido de
técnicas de programago orientada para objectos.
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