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Neste trabalho apresenta-se um mo-
delo simples para a andlise ndo linear
de estruturas planas de betio armado
e pré-esforcado baseado no método
dos elementos finitos. SAo considera-
dos elementos quadriticos isoparamé-
tricos para discretizacio do betio e
clementos lineares para simular a arma-
dura. O critério da tensio maxima de
trac¢do associado a um modelo de fen-
dilhagao distribuida (smeared) € usado
para o betdo traccionado. O critério de
Von Mises em termos de tensoes e em
termos de deformacgdes, é adoprado
para definir respectivamente a plastifi-
cagao do betao comprimido € o seu
esmagamento.

Os resultados da aplicacao do pre-
sente modelo numérico a dois exem-
plos ensaiados experimentalmente
530 apresentados e discutidos, poden-
do inferir-se as potencialidades do
modelo. O estudo da influéncia de
cada pardmetro isolado sobre a res-
posta estrutural pode ser feito com to-
da a simplicidade utilizando a
modelagio matemadtica.

1. INTRODUGAO

Com o desenvolvimento de meios
computacionais, os meétodos numeé-
ricos, em especial 0 método dos ele-
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mentos finitos, tém sido cada vez
mais utilizados na andlise de proble-
mas estruturais de betdo armado.
Factores determinantes do compor-
tamento estrutural, como sejam 4
fendilhagio do betio, a resposta nao-
-linear do ago e do betdo comprimi-
do e a interac¢ao aco-betao nas zonas
fendilhadas, podem ser incluidos no
modelo de andlise, permitindo uma
clarificacio do comportamento in-
trinseco do material ¢ fornecendo
valiosa informagdo para o projecto.
A estrutura é analisada para niveis
crescentes de carga, podendo aferir-
-s€ a sua seguranga para as condicoes
de utilizacdo e em relagdo aos esta-
dos limites Gltimos.

O modelo de elementos finitos de-
senvolvido € aplicdvel a problemas
planos de betdo armado e pré-
-esforcado. S3o utilizados dois tipos
de elementos: 0 elemento quadriti-
co isoparamétrico de oito nos para
discretizar o betdo € o elemento li-
near de dois nés com comportamen-
1o uniaxial para simular a armadura.
Na formulaciao das matrizes de am-
bos os elementos sio consideradas
as caracteristicas fundamentais de
niao linearidade correspondentes as
leis constitutivas de cada material.
Aco e betdo sdo considerados perfei-
tamente aderentes, utilizando-se dia-
gramas de retencdo de tensdes de
trac¢ao no betao fendilhado de for-
ma a simular a deterioragdo da liga-
¢do entre 0s dois materiais com o
progresso da fendilhacido. Na solugio
do problema nao-linear € utilizado
um meétodo incremental e iterativo
que recorre, em geral, ao algoritmo
de Newton-Raphson. A convergéncia
do processo € controlada pela nor-
ma das forgas residuais nao equi-
libradas em cada nd da malha (D,

Depois de serem descritos 0s as-
pectos mais relevantes do modelo
matemadtico desenvolvido, serdo
apresentados e discutidos os resulta-
dos da aplicag¢do deste modelo a dois
elementos estruturdis ensaiados ex-
perimentalmente. Da comparagio
dos resultados numéricos com 0s ex-
perimentais € possivel avaliar as po-
tencialidades do presente modelo.

2. DESCRICAO DO MODELO

2.1. Modela¢ao do
comportamento do betio

O comportamento do betdo € de-
finido bidimensionalmente com vis-
ta 2 sua aplica¢io a estados planos de
tensao. Na Fig. 1 estd representado
no espac¢o das tensoes principais o
critério de cedéncia-fractura que de-
fine a transi¢do entre o comporta-
mento linear eldstico € 0 comporta-
mento ndo-linear, Se nenhuma das
tensOes principais exceder f, (resis-
téncia a trac¢do uniaxial do betao),
€ considerado um comportamento
linear eldstico — perfeitamente plds-
tico com base no critério de cedén-
cia de Von Mises. Se uma ou ambas
as tensoes principais excederem f,
admite-se que ocorre a fendilhacio
do betdao, passando o respectivo
comportamento a ser definido uni-
xialmente no referencial da fenda
(Fig. 2).

Admite-se que apos a fendilhagao
continua instalada no betdo uma ten-
sao média que decresce com a defor-
macao média. Esta retenciao de
tensoes de trac¢ao pretende simular
o facto de o betio existente entre
fendas continuar a colaborar com a
armadura, devido a aderéncia entre
0s dois materiais. Apos a fendilha¢io,
€ também considerada uma retengao
da rigidez distorcional do betao, pa-
ra atender ao facto de existir uma en-
grenagem mecanicd entre as faces
irregulares da fenda, para baixos va-
lores da largura desta. A percentagem
do modulo de distor¢io que se re-
tém considera-se decrescente com a
deformacao média na direc¢ao nor-
mal ao plano de fendilhagao, defor-
magao esta que esta relacionada com
a largura da fenda (Fig. 3).

A fendilhagdo do betio € incluida
na formulacao de elementos finitos
por intermédio da modificacag da
matriz de elasticidade (3). Deste mo-
do, é admitido que na zona corres-
pondente a cada ponto de integragdo
numérica do betiao fendilhado exis-
te um grande nimero de fendas dis-
persas. A fendilhacio pode ocorrer
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numa ou em duas direc¢oes ortogo-
nais ¢ as fendas podem voltar a fe-
char, retomando o betdo 4 sua rigidez
inicial. O esmagamento do betdo
com perda total da sua resisténcia é
avaliado com um critério idéntico ao
de Von Mises, mas em termos de de-
formacgoes (4),

2.2. Modelacio do
comportamento da
armadura

A armadura € representada por ele-
mentos finitos de dois nos, apenas
capazes de resistirem a esforcos
axiais (1). Estes elementos podem li-
gar qualquer par de nos da malha de
elementos finitos representativos, da
discretizagio do betao.
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Fig. 1 — COMPARTIMENTO BIDIMENSIO-
NAL DO BETAO CONSIDERADO NO MODE-
LO MATEMATICO,
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FIG. 2 — DIAGRAMA TENSOES-DEFORMA-
COLS DO BETAO FENDILHADO.
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FIG. 3 — RELACAQ ENTRE O COEFICIEN-
TE B E A DEFORMACAO NA DIRECCAQ PER-
PENDICULAR A FENDA.
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O comportamento uniaxial da ar-
madura 2 trac¢ido e a compressao ¢é
considerado bilinear, podendo o ra-
mo elasto-pldstico apresentar endu-

recimento (5],

2.3. Algoritmo de solugio
nao-linear

A andlise da estrutura é efectuada
considerando de inicio um valor re-
lativamente pequeno da solicitacio,
que vai sendo sucessivamente incre-
mentado até ocorrer o colapso da es-
trutura. Deste modo ¢ possivel
conhecer o estado da estrutura para
varios valores do carregamento ¢ de-
terminar com uma precisao suficien-
te a respectiva carga de colapso. Este
procedimento tem também a vanta-
gem de conferir uma maior estabili-
dade numeérica a andlise da estrutura,
uma vez que em cada incremento o
grau de variacao das caracteristicas
dos materiais é menor.

Para cada incremento de carga é
utilizado o método iterativo de
Newton-Raphson na resolucio do
sistema de equacoes ndo lineares, de
forma a garantir a satisfacao das
equacoes de equilibrio e das leis
constitutivas dos materiais, em simul-
tanco. Apos a convergéncia deste mé-
todo, tornam-se conhecidas para esse
incremento todas as caracteristicas da
estrutura, tais como deslocamentos
dos nos, tensoes instaladas nos varios
elementos, caracteristicas da fendi-
lha¢io e plastificacio. Se nio for
conseguida a convergéncia do méto-
do, admite-se que foi atingida a car-
ga de colapso, o que serd confirmado
por uma anilise do estado actual da
estrutura.

3. RESULTADOS DA ANALISE
3.1. N6 de pértico

O elemento estrutural representa-
do na Fig. 4 corresponde a um no de
estrutura reticulada ensaiado experi-
mentalmente ), Este elemento foi
analisado com o presente modelo
matemdtico, tendo sido consideradas
as dimensoes, disposi¢io de armadu-
ra e propriedades correspondentes as
do ensaio experimental. No Quadro
1 especificam-se as propriedades con-
sideradas para o betdo e para o ago.

Na Fig. 5 representa-se a estrutura
com o tracado das fendas verificadas
para uma carga P=50 kN, tendo-se
obtido uma distribui¢ao muito pro-
xima da verificada no ensaio experi-
mental (2,

O grifico relacionando a carga e o
deslocamento na extremidade da
consola estd ilustrado na Fig. 6. Do

ponto de vista da evolugdo do com-
portamento com a cargd, verifica-se
uma boa concordincia, nomeada-
mente quanto a carga de colapso. Do
ponto de vista dos deslocamentos, as
diferencas entre ambos os graficos
540 significativas. Foram efectuadas
diversas verificagoes por outros mé-
todos que levaram a concluir que o
problema se situou na medi¢io da
flecha da consola no ensaio experi-
mental.
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ES5, EG e E7 — EXTENSOMETROS MECANI-
COS MONTADOS SOBRE O BETAO

El a Ed — EXTENSOMETROS ELECTRICOS
APLICADOS SOBRE A ARMADURA

Cl, C2 e C3 — COMPARADORES MONTADOS
SOBRE € BETAO

FIG. 4 — ELEMENTOS RELATIVOS AQ EN-
SAIO EXPERIMENTAL DO NO DE PORTICO,

Foi também efectuada a compara-
¢ao entre as deformacoes da arma-
dura principal da consola, medidas
com extensometros eléctricos, ¢ as
calculadas com o modelo matemdti-
c0. Neste caso, a concordancia foi
muito boa, tal como se pode obser-
var na Fig. 7.

3.2. Vigas em T com e sem
pré-esforco

Tendo em vista o estudo da in-
fluéncia do esfor¢o axial de com-
pressao na resisténcia ao esforco
transverso, foram realizados ensaios
experimentais de vigas em T de be-
tdo armado (sem pré-esforco) e de
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QUADRO 1
Propriedades dos materiais utilizadas na anilise do né de pértico
Betao (MPa)
Tensdo de cedéncia (comp.) f-=171 Retengao da rigidez Bi=0.25
Tensdo de rotura (tracgio) fi=18 distorcional €cdm = 0.004
Médulo de Young E¢ =27000 Retengao de tensoes de traccio
Coeficiente de Poisson r=0.15 e
Asf'AC alto « s _
Def. max. (esmagamento)  ecqy =0.003 €ctm =0.0015
ASfAC baixo =05
ectm=0.0040
Aco (MPa)

Modulo de Young
Tensao de cedéncia

Madulo de endurecimento

Eg =204000
By 07
H' =0

betao armado pré-esfor¢ado com di-
versos valores do pré-esforgo inicial.
O pré-esforco foi aplicado por inter-
médio de cabos exteriores 4 alma da
viga, apoiando-se nas extremidades
em blocos macigos com a largura do
banzo. As vigas eram simplesmente
apoiadas e a solicitagdo consistia nu-
ma carga concentrada a meio vio.
Todas as vigas possuiam idéntica ar-
madura principal € de compressao,
enquanto que os estribos estavam
distribuidos em todo o comprimen-
to nas vigas V1 a V3 e apenas nas ex-
tremidades nas vigas V4 a V7. As
restantes caracteristicas, bem como
a andlise dos resultados experimen-
tais, encontram-se na ref. (6). Com o
modelo matemdtico foram analisadas
todas as vigas, tendo sido considera-
das as dimensoes, disposic¢ao de ar-
madura e propriedades dos materiais
correspondentes a cada caso. Estas
Gltimas foram determinadas experi-
mentalmente por intermédio de en-
saios laboratoriais dos materiais
utilizados em cada viga.

Na Fig. 8 encontra-se representa-
da a relagio carga-deslocamento a
meio vao das vigas V1 e V3, que ndo
sdao pré-esforgadas e cuja unica dife-
renga reside nos estribos utilizados:
¢8 na V1 e ¢6 na V3, espagados 8 cm
em ambos os casos. Nos ensaios ex-
perimentais apenas foram medidas as
flechas no caso da viga V1. Tal como
no exemplo ja descrito do no de por-
tico, entre os resultados analiticos e
experimentais existe uma coincidén-
cia de cargas de fissuragdo, plastifi-
caciao e colapso e uma acentuada
divergéncia nas flechas. Verificagoes
com métodos simplificados levam a
concluir que os resultados analiticos

sa0 mais verosimeis, quer em fase
nao fendilhada como fendilhada.
As tensOes na armadura encon-
tram-se representadas na Fig. 9 por
intermédio de segmentos de recta
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FIG. 5 — DISTRIBUICAQ DA FENDILHAGAO

OBTIDA COM UM MODELO MATEMATICO
PARA UMA CARGA P=50 kN.
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FIG. 6 — NG DE PORTICO — RELAGA() EN-
TRE A CARGA E O DESLOCAMENTO NA EX-
TREMIDADE DA CONSOLA,
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FIG. 7— NO DE PORTICO — RELACAO EN-
TRE A CARGA NA EXTREMIDADE DA CON-
SOLA E A DEFORMACAQ DA ARMADURA
PRINCIPAL.

coincidentes com o elemento de bar-
ra € COm uma espessurd proporcio-
nal a0 valor da tensdo instalada.

As deformacoes da armadura
transversal medidas com o extenso-
metro 1 (6) para valores crescentes
de carga foram comparadas com 0s
correspondentes resultados analiti-
cos, encontrando-se os dois diagra-
mas na Fig. 10. Estes diagramas tém
uma evolu¢io semelhante, sendo
apenas de assinalar o facto de nos en-
saios experimentais terem sido obti-
das maiores deformagoes. Assinale-se
que o modelo matemaitico apenas
fornece a deformagao média da ar-
madura.

Na Fig, 11 encontram-se os diagra-
mas carga-deslocamento das vigas V4
a V7. Estas vigas sao semelhantes, ex-
ceptuando o facto de terem sido so-
licitadas com distintos valores de
pré-esforco. A viga V7 apresenta uma
carga de colapso muito superior as
restantes, possivelmente devido a
maior resisténcia a compressiao apre-
sentada pelo betao.

A representa¢ao grafica das ten-
sOes principais no betio e respecti-
vas direc¢oes (Fig. 12) torna evidente
a formagio de um arco comprimido
que se dirige do ponto de aplicagdo
da carga para a zona armada 40 es-
forco transverso.
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Y1A (experimental)
—&— Y [analllico}
— == — V] [analftica)
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FIG. 8 — VIGAS VI e V3 — RELACAO EN IR/
A CARGA E O DESLOCAMENTO MEIO VAQ
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Os diagramas que relacionam a de-
formacao na zona inferior do estri-
bo mais central com o esforgo
transverso (Fig. 13) revelam que com
0 aumento do valor do pré-esforco
o desfasamento, relativamente a rec-
ta tedrica de Morsch, vai também au-
mentando, bem como o valor do
esfor¢o transverso correspondente
a0 inicio da fendilhacio.

4. CONCLUSOES

No estado actual de desenvolvi-
mento, 0s modelos matematicos apli-
cdveis a estruturas de betdo armado
devem ser utilizados apenas por ana-
listas que conhecam de perto o soft-
ware usado e a teoria que lhe serviu
de base. A confianca na utilizacio de
um dado modelo resulta de uma afe-
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FIG. 9 — VIGAS 3 — TENSOES NA ARMADURA PARA UMA CARGA P=219 BN

rigao rigorosa com ensaios experi-
mentais adequados, tendo sempre
presente o tipo de estruturas a que
0 modelo se aplica. As potencialida-
des de um modelo matemadtico efi-
ciente sdo vastas, sendo um utensilio
poderoso tanto na investigacao co-
mo no projecto de estruturas de be-
tado armado.

Os exemplos apresentados mos-
tram existir uma concordancia satis-
fatéria entre os resultados experi-
mentais € 0s numéricos, excep-
tuando os referentes aos diagramas
carga-flecha.
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Viga V3
Extensdmetro | P
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FIG. 10 — VIGA V3 — RELACAO ENTRE O
ESFORCO TRANSVERSO E A DEFORMACAO
DE UM ESTRIBO (EXTENSOMETRO 1).

A discrepincia verificada deveu-se
auma deficiente medi¢do das flechas
no ensaio experimental, facto que
veio a ser confirmado em ensaios
realizados posteriormente. Os resul-
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tados do modelo matemadtico vieram
tornar evidente a necessidade da me-
digdo rigorosa dos assentamentos de
apoio no ensaio experimental e da
consequente correcgao das flechas
obtidas nos deflectémetros.
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FIG. 1] — VIGAS V4 a V7 — RELACAO EN-
TRE A CARGA E O DESLOCAMENTO A MEIO
VAO (RESULTADOS DO MODELO MATE-

MATICO).
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FIG. 13 — VIGAS V4 a 7 — RELACAO ENTRE
O ESFORCO TRANSVERSO E A DEFORMA-
CAO DE UM ESTRIBO (RESULTADOS DO MO-
DELO MATEMATICO)
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