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RESUMO

No presente trabalho descreve-se resumidamente a formulag@o correspondente ao cédigo
computacional desenvolvido para anélise linear de diversos tipos de estruturas reticuladas.
Com este c6digo € possivel analisar estruturas articuladas bidimensionais e tridimensionais,
estruturas reticuladas contfnuas bidimensionais e tridimensionais e ainda grelhas. A aplicacio
deste c6digo a exemplos e a descricio do médulo de pésprocessamento, desenvolvido com
cardcter pedaglgico, efectuar-se-4 num préximo artigo.

1 - INTRODUCAO

O c6digo computacional desenvolvido neste trabaltho baseia-se no método dos
deslocamentos. Este ¢6digo permite analisar, em regime linear-eldstico, estruturas articuladas
bidimensionais e tridimensionais, estruturas reticuladas continuas bidimensionais e
tridimensionais e grelhas. Qualquer uma destas estruturas pode ser constitufda por barras com
diferentes propriedades materiais. Considera-se que as barras t8m seccdo constante ao longo
do seu comprimento. Admite-se que em qualquer secgdo de determinada barra o seu centro de
corte coincide com o seu baricentro (Mota Freitas). Os graus de liberdade de determinado
ponto nodal da estrutura podem ser convertidos para um referencial especificado. Desta forma
pode-se simular os casos de estruturas com apoios inclinados, isto é, com pontos nodais da
estrutura em que os deslocamentos prescritos estio num referencial distinto do referencial
local da barra e do referencial global da estrutura. Em qualquer ponto nodal da estrutura pode-
se incluir uma “mola” com rigidez axial ou com rigidez 2 flexd3o, com qualquer direcgao
(desde que compativel com os graus de liberdade da estrutura). Desta forma consegue-se
simular apoios eldsticos com direcgo arbitréria.

O programa de cdlculo automdtico desenvolvido permite analisar estruturas sujeitas a
diversos casos de carga. Em cada caso de carga é possivel simular cargas aplicadas em pontos
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nodais da estruturd, peso proprio das barras, cargas uniformemente distribufdas nas barras,
cargas linearmente distribufdas nas barras, cargas pontuais aplicadas no interior das barras,
variagles de temperatura e assentamentos de apoio. Pode-se ainda efectuar combinagdes de

casos de carga.

2 - FORMULACAO DO MODELO

O modelo de cédlculo correspondente ao c6digo computacional descreve-se nos
seguintes passos: :

1- Cdlculo da matriz de rigidez da estrutura.
Para cada barra que discretiza a estrutura:
1.1 - Célculo da matriz de rigidez no referencial local da barra, K,. Esta matriz
relaciona os deslocamentos das extremidades da barra com as correspondentes
forgas, por intermédio do seguinte sistema de equagGes de equilibrio:

0 =KU, (2.1)

em que os indices { e b, significam que a grandeza especificada estd no referencial
local, I, da barra b.

1.2 - Cdlculo da matriz de transformagdo, T¥, que transforma as grandezas
(deslocamentos e forgas) no referencial local da barra em grandezas no referencial
global da estrutura, g.

1.3 - Célculo da matriz de rigidez da barra no sistema global, K} ,:

K =TEK, T (2.2)

As matrizes de transformacio utilizadas nos diferentes tipos de estruturas serdo
apresentadas na proxima sec¢do, sendo na secglo 4 deduzida a equacio (2.2).

1.4 - Espalhamento da matriz de rigidez da barra, K, na matriz de rigidez da estrutura,
K3, em que o indice E significa estrutura.

2 - Célculo da matriz Q*; que ‘inclui os vectores das forgas nodais equivalentes de todos os

casos de carga, no referencial global:
Para cada caso de carga:
Para cada barra que discretiza a estrutura:

2.1 - Célculo das forgas nodais equivalentes as ac¢0es que actuam na barra, _Q_: b0 10

seu referencial.
2.2 - Transformacdo das forgas nodais equivalentes do referencial local para o
referencial global:
_pig
0.,=L,9,, 23)

~=eb.0
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2.3 - Espalhamento das for¢as nodais equivalentes da barra, Q¢ , na matriz das
—eb 0
forgas nodais equivalentes da estrutura, Q; . As forgas generalizadas aplicadas

nos pontos nodais da estrutura sdo directamente espalhadas na matriz Q* .
=E

3 - Introducdo dos apoios eldsticos:
A rigidez de elementos eldsticos do tipo mola, ligados a pontos nodais da estrutura, &
adicionada a matriz de rigidez da estrutura. Este assunto serd tratado na sec¢iio 6.

4 - Simulagdo dos apoios inclinados:
Nos pontos nodais da estrutura em que os graus de liberdade sfo estabelecidos num
referencial especificado, a matriz de rigidez da(s) barra(s) que se liga(m) a esse ponto nodal
tem que atender ao facto desses graus de liberdade nZo estarem definidos nem no
referencial da barra nem no referencial da estrutura. Este assunto serd tratado na secgio 7.

5 - Introdugio das condi¢Oes de ligacdo da estrutura ao exterior:
Os graus de liberdade com valor nulo ou com valor correspondente A ocorréncia de
assentamento de apoio sdo agrupados na matriz U i’,f , em que o indice f significa que se
trata de graus de liberdade fixos, isto é, com valor conhecido.

6 - Resolugdo do sistema de equagdes de equilfbrio da estrutura:

K‘{;Qi:g‘; - (24)

em que U7 inclui o vector dos deslocamentos dos pontos nodais da estrutura para cada
caso de carga, no referencial global. Cada vector de U?% inclui os deslocamentos dos graus
de liberdade livres (U} ), isto €, a serem determinados, e os deslocamentos dos graus de
liberdade fixos (U ‘fE’f ), cujo valor se conhece, dado que correspondem aos pontos nodais
ligados ao exterior. Por sua vez, Qf; inclui, para cada caso de carga, as forgas nodais
equivalentes aplicadas em graus de liberdade livres ( g; ,z) e fixos ( QZ ‘f) e ainda as
reacgOes nos apoios da estrutura ao exterior (R% ). Da resolucdo do sistema de equagGes

(2.4) obtém-se, para cada caso de carga, os deslocamentos dos graus de liberdade livres e
as reacgles correspondentes aos graus de liberdade fixos. Na secglio 9 € explicada a forma
como se decompde a relagdo (2.4) em componentes associadas a graus de liberdade livres e
fixos e o procedimento de resolugdo do sistema de equagdes.

7 - Célculo dos esforgos das barras:
Para cada caso de carga
Para cada barra que discretiza a estrutura:
7.1 - Obtengdo dos deslocamentos dos nés da barra, UZ, a partir dos deslocamentos nos
pontos da estrutura, U%.
7.2 - Célculo dos deslocamentos da barra no referencial local:

Engenharia Civile UM Nimero4 1998 45



U, =TE U? 2.5)
7.3 - Célculo dos esforgos da barra no referencial local:

Qle = “;Q.ib,o +';Ig’ Q; 26)

1

em que ~Q €& o vector das reacgGes de encastramento na barra, obtido
Zao

multiplicando por -1 o vector das forcas nodais equivalentes determinado no passo
2.1.

3 - MATRIZ DE TRANSFORMACAO

Conforme se referiu na secgdo 2 € necessdrio relacionar deslocamentos e forgas entre
diferentes referenciais, mais precisamente entre o referencial local da barra e o referencial
global em que a estrutura € geometricamente definida. Esta relacdo € estabelecida por
intermédio de matrizes de transformagfo, cuja constituicdo depende do tipo de estrutura que
se pretende analisar. A matriz de transformagfio converte os deslocamentos (ou forgas) da
extremidade esquerda, i, e da extremidade direita, j, da barra b, do referencial local, / da barra
para o referencial global, g isto é:

U; =T; U, (3.1)
no caso dos deslocamentos e,
Q=T g, (32)
no caso das forgas, em que:
TE = [Ii’g”' J ] (3.3)
= 0 Iy i

Dado que T, =T}, apenas se.vai deduzir a submatriz T, que se designard por 7. .
A matriz de transformagdo da barra de estrutura articulada bidimensional, estrutura porticada
bidimensional, de grelha e de estrutura articulada tridimensional pode ser obtida por

" intermédio de um processo de simplificagdo da matriz de transformagdo de barra de p6rtico
tridimensional. Por este facto, apenas se procede & dedugdo da matriz de transformacio de

barra de p6rtico tridimensional.
3.4 - Barra de estrutura reticulada continua tridimensional

Comecga-se por relacionar as componentes do vector V , representado na figura 3.1, nos
referenciais, g e 1.

Y~ = Vgx lﬂ; +ng igz +V83 igz (348’)
V=V i, +V i +V i, (3.4b)
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emque i, e 1, (i=1,..,3) s@o os versores do referencial / e g, respectivamente.
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Figura 3.1 - Projecgdo de um vector V no referencial local da barra e no referencial global da estrutura.

As componentes do vector V. no referencial g podem ser obtidas efectuando o produto escalar
do vector V pelos versores do referencial g , isto é:

Vgl =z'{g1 = (Vll 'i’\ll +V12 '{12 +Vlz 'i’\la)'fgx (3.52)
Ve =K'{g2 :(Vll 'iAll +V, 'iAlz +V '23)‘;;;2 (3.5b)
Ves :Z'fga =(V11 ’iAll +V '{12 +V, 'iAla)'iAgs (3.50)
ou
& iAll lAgl {lz ‘[gl i’\la ta i
o~ lAll 'igz iAlz fgz iAla ';32 3 (3.6)
P Iy "l ilz iga Iy gy B
ou ainda,
vi=T%Y! (3.7)

em que [, {X € o coseno do angulo realizado pelo versor fl e z; . Assim, a 1°* coluna da matriz
i 5 i 8j
T"¢é constituida pelos cosenos dos angulos entre 0s versores i:] e i ., (j =1,...3). Nestas
Rj
circunstincias esta coluna contém as componentes do versor iA,1 no referencial g. De forma

andloga se deduz o significado das restantes colunas da matriz 7. Admite-se agora que 0
referencial g € o sistema global de eixos relativamente ao qual a estrutura € geometricamente
definida e o referencial / € o sistema local de eixos principais centrais de inércia, duma barra
da referida estrutura. Considera-se ainda que o vector V € um vector com origem na
extremidade esquerda de uma barra e que se encontra dirigido para a extremidade direita da
mesma barra, de comprimento L como mostra a figura 3.2.
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Figura 3.2 - Referencial local [ da barra e referencial global g da estrutura

Os versores z; tem as seguintes componentes no referencial g:

fo={L00Y ;0 ={o10y: i =foo1} 3.8)

e a barra tem componentes L, , L, e L, no referencial g. Assim, o comprimento desta barra
é:

L=\l +L+L}. (3.9)

Como a primeira coluna da matriz 7% € constituida pelas componentes de iAli no referencial g,

tem-se:
L L L
- S N o S - L I S < N
T = 7 = h L, Lf = 7 =iy 1, If = 7 Sl (3.10)

Para determinar as componentes da segunda coluna da matriz 7%, isto €, as
componentes de ’1 no referencial g, considera-se que ¢ eixo I, € ortogonal ao plano definido
por g3 e [y, pelo que:

o 0 0 1 .
o izq Ail; 1 1 { Lﬂz Lg; }
L= 0" - = — - = ) 31D
B Ai-u N l{ L, L, L. | /\i“ L'L
23 1y &3 A L 23 ‘l;
em que Vg . /\i:1 n ¢ a norma do vector resultante do produto vectorial de l; , com iAll . Como
A L’+L°
o adf = (3.12)

que substituido em (3.11) conduz a:
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T
L L
— =50 (3.13)
Lp LP }

em que,
L= L312 + L322 (3.14)
0 que significa que:
L L
Li=-7 il =7 T =0, (3.15)
' L L, ,

Finalmente o versor de /s, zAl , obtém-se por intermédio do produto vectorial de iA,l com iA,Z , 1sto
é:

L«‘ll ng Lga
s . | L L L L, L.L L*+L?|
L =y ALy =0 =4~ IL =, IL =, L (3.16)
_____&g.?_ N O 14 P ¥4
Lp Lp
pelo que,
2 2
rZ-lvlsg [ Lgx Lga : 2l§ S ng ng : 3l3g . Lgl + ng - __l_"_f__ . (317)
LL, LL, LL, L

Assim, a matriz de transformagdo de grandezas (deslocamentos e forgas) referidas ao
sistema local, I, principal central de inércia da barra para o referencial global, g, € a seguinte:

_L_g_x- - _Iisz_ - '.L__g : ,L__z.s..
LL LLP LLIZ
Zlg - &2 & 82 83 (318)
LL L LL,
L
D i
S L O L ek

Admite-se agora que o0s eixos b e Iy, ndo sdo principais centrais de inércia, como € 0
caso do perfil representado na figura 3.3, cujos eixos principais centrais de inércia sdo 0s
eixos [ el;, formando um Angulo o com os eixos I, € ls. Neste caso € necessdrio converter os

VErsores i, € 1, , para os eixos el , isto €:

iy =1, COSOL+1) senc (3.19a)

~ ~

i, =i, senoi+i, cosc . (3.19b)

Engenharia Civile UM Numero 4 19986 49



Figuta 3.3 - Perfil em Z com a alma num plano vertical

Tendo em conta as coordenadas de iA,2 e iA,3 , estabelecidas em (3.13) e (3.16), respectivamente,
as equacOes (3.19) reduzem-se as seguintes:

T
L L
~‘ 22 & 83 & g2 8a 4
, =S ———4CoS0f — SenQ , —CoSg ~ senQ , ——Seno; 3.20a
'lz { L %I L LL L } (3.202)

4 14 14 4

ka Lg Lg LE Lg Lg LS LP ' 3 20b
R -ttt o~ senQl — —=2—== o, —=cosQ .
I Lp seno LLP coso Lp sen LLP cosQ , 3 cos ( )

pelo que a matriz de transformagio T'% € a seguinte:

L L L L L L L i
— ——Zcoso L sene —Zseno - o5
L L IL, L, ,
L L L L L L L
T =| 22 Eeogo——2Lgeng - —Lgeno——2—Lcosa | 3.21
2 A 7 A Tt T G2
L
) 2 senoe ~2 eosor
_“""‘L 1 sen I (4} |

Se a barra estiver dirigida segundo o sentido positivo do eixo g3 (Lg =L, = 0), tal como se

representa na figura 3.4, teremos para componentes dos versores I, 08 seguintes valores:

4 4

L) L r
I, ={o,o,-;-‘} s, ={oL0}"; i) ={——I%,o,0} . (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.19) obtém-se,

T T
A L N L
S {—-—Ifisena,cosa,o} 3 Uy ={—Tg"-cosa,—sena,0} (3.23)

14 14

pelo que:
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L

0 —~Esena ——fcosa| [0

I3 7 — sene
T =| 0 cosQ —senet |=|0 cosax
L, 0 0 1 0
L
dado que Lo=L.
&=h=i
i, =i, =i
13’/
2 |.
x ’é/ (x*,’/l3
! //z,\ 4
WA e~
="
iT-inAL) & =l

li’x/ o 8

&

—COSQL
- seno (3.24)

0

Figura 3.4 - Perfil em Z dirigido segundo o sentido positivo do eixo 3.

Se a barra estiver dirigida segundo o sentido negativo do €ixo g3, tal como se representa na
figura 3.5, e desenvolvendo procedimento andlogo ao acabado de expor, obtém-se:

Lg Lg
0 —leena ‘“fCOSOC 0 senc
7% =] 0 cosor —~senat |=| 0 cosx
L
23 E -
£ 0 0 1 0
L
83
&=
, /..._:/i ~ /
,Lj/ - ™ ~ o
o | I
: L
&=l !

Coso

—senq (3.25)

Figura 3.5 - Perfil em Z dirigido segundo o sentido negativo do eixo g;.
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Se a barra estiver dirigida segundo o €ixo g3, € os eixos locais da barra forem principais
centrais de inércia (Figura 3.6), a matriz T’ * = T"% obtém-se de (3.24) e (3.25) considerando-se
o =0, pelo que,

- [
0 0 ——-»f- 00 -1
T% = If) 0 |=l01 0 (3.26)
& g 1 0 0
L L ]
se a barra estiver dirigida segundo o sentido positivo do eixo g; (Figura 3.6a), e,
~ L -
0 0 T 0 0 1
"= 0 1 0 |=/0 10 (3.27)
- L, 0 0 -1 0 0
L L |

se a barra estiver dirigida segundo o sentido negativo do eixo g3 (Figura 3.6b).

& =4 83

/

/ &=h

& =1,

8=l

81
4

(a) (b)

Figura 3.6 - Barra dirigida segundo o sentido positivo (a) e negativo (b) do eixo g3

|
|
|

~Como em cada né de uma barra de uma estrutura continua espacial existem 6 graus de
liberdade, trés deslocamentos, d,, mais trés rotagGes, 6,, (ver figura 3.7), os deslocamentos

generalizados (deslocamentos e rotagfes) da extremidade esquerda, no referencial local da
barra, U, relacionam-se com os deslocamentos generalizados no referencial global, U ¢, por
intermédio da seguinte expressdo:

8¢ T 0 ||
HE A 5

g _ gyl
Qb,i - Ib Qb,i

ou,
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em que U7, engloba os deslocamentos,d;, e as rotagdes,6,, da extremidade esquerda da
barra.

!
Uy

“:zx uf" Jufl ufo
", .-

B

]

Figura 3.7 - Graus de liberdade da barra de estrutura reticulada continua tridimensional, no referencial local da
barra.

3.2 - Barra de estrutura articulada bidimensional, pértico plano, grelha e estrutura articulada
tridimensional

No Quadro 3.1 apresenta-se a matriz de transformagio, 7 ’f , de barra de estrutura articulada
bidimensional, de pdrtico plano, de grelha e de estrutura articulada tridimensional.

4 - MATRIZ DE RIGIDEZ NO REFERENCIAL LOCAL

Na figura 4.1 estd representada uma barra b com um nd i na sua extremidade esquerda
e um noé j na sua extremidade direita. Considere-se, por exemplo, que se trata de uma barra de
um pértico bidimensional contfnuo.

Ly
v i

G ul )l
o l u [ 4o
13 0 i b ] -Q,:J
\ e ol —g;

o

Figura 4.1 - Deslocamentos e forgas nodais equivalentes duma barra de pértico plano.
Aplicando o equilibrio de forcas segundo a direcg@o dos graus de liberdade u ¢l i=1,.6
obtém-se:
0'=K U, 4.1)
. . M . l -
em que Q; ¢ o vector das forcas nodais equivalentes no referencial local da barra, K, € a

matriz de rigidez da barra no seu referencial e U & o vector dos deslocamentos dos n6s da
baira no referencial desta.
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Quadro 3.1 - Matriz de transformagdo, 7%, de barra de estrutura articulada bidimensional, de portico plano, de
grelha e de estrutura articulada tridimensional.

Estrutura articulada bidimensional

&
AN
5N cosQ  —senol
Ef :[ } (3.30)
seng  Coso
() )
Estrutura reticulada continua bidimensional
g, .
g} s %’ ; s
‘ ul ook
cosa  —senax 0
TE=|sena  cose 0 (3:31)
0 1] 1
u; =u§ i uf gl
(13) = (33)
(g.) &
Grelha
8,
1 0 0
(3.32)

vl
T;=|0 cosx —senc

0 sena coso

8

Estrutura articulada tridimensional

!
rou
Ug ui
I L
N 24 - ll
\ ‘ -
I B

Igual 2 (3.18)
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A relagdo (4.1) pode ser rescrita da seguinte forma:

g [5 K| } {Qf}
(= ! ! !
;Q.; K K; |\Y;

em que o indice i ¢ j referem grandezas associadas ao n6 i e ao né j da barra. Assim, K f,.

representa as forcas generalizadas que se aplicam segundo os graus de liberdade do né i,
devidos a imposi¢do de deslocamentos generalizados unitdrios segundo os graus de liberdade
do né i, mantendo-se fixos os restantes graus de liberdade. Por sua vez K fj representa as

(4.2)

forgas generalizadas que se aplicam segundo os graus de liberdade do né i, devidos 2
imposi¢do de deslocamentos generalizados unitdrios segundo os graus de liberdade do n6 J»
mantendo-se fixos os restantes graus de liberdade. Do teorema da reciprocidade das forgas

resulta que K, = K." (Weaver 1990), pelo que a matriz K’ € simétrica.

._...]i

Nas secgOes seguintes apresenta-se a matriz K, para os diferentes tipos de problemas

considerados no presente trabalho. A sua deducfio pode ser encontrada na referéncia (Barros
1996).

4.1 - Barra de estrutura articulada bidimensional
Na Figura 4.2 encontra-se representada uma barra duma estrutura articulada bidimensional.

Para se ter em conta o efeito do peso préprio da barra considera-se dois graus de liberdade por
nd. Assim, as submatrizes de K 2 $A0 as seguintes:

EA EA
EA . | _EA
Ki=K,=|'L "|. K=K = ool (4.3)
0 0
It
: i
“o W Mt
S R ]
A ,1 b j L

Figura 4.2 - Barra de estrutura articulada bidimensional.
4.2 - Barra de estrutura reticulada continua bidimensional

Na Figura 4.3 encontra-se representada uma barra dum pértico. As submatrizes de K, sdo as

seguintes:
| EA ] [ EA ]
“Z" 0 0 —l'"' 0 0
12EI, 6EI 12EI 6EI
1 kL Iy (A Iy . ] .
K,=|10 JE | K i= IE Ik (4.4a)
6EI i, 4FE] L G6EI L AF] L
i r L | | L L ]
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- Ea .
- 0 0
: T 12E1, 6EI
K.=K; =| 0 -—"‘“LT‘- ~—L-2'-'~ . (4.4b)
0 6EI, 2EI,
L r L
L,
w; il By oyl
u L g
L b i ]

Figura 4.3 - Barra de estrutura reticulada continua bidimensional.

4.3 - Barra de grelha

Na Figura 4.4 encontra-se representada uma barra duma grelha. As submatrizes de K, sio as
seguintes:

[ 12EI, 6EI, | [12EI, 6E, ]
r ° -7 r 0
1 G, , Gl
K. =| 0 T 0 |.K;=| © T o |, (4.5a)
6EI, AEI, 6EI,, AE],
I L | . L |
12EI, 6EI,
- r
! 1T GIlz
K,=K, = 0 - o . (4.5b)
6EI, 2EI
b - L2 L -t
ll,‘ l3
. 4 4
u u3i ul 1 ué:
H !
U, L U
i b j L

Figura 4 4 - Barra de uma grelha.

4.4 - Barra de estrutura articulada tridimensional
Na Figura 4.5 encontra-se representada uma barra duma estrutura articulada tridimensional.

Para se ter em conta o efeito do peso préprio desta barra considera-se trés graus de liberdade
por né. Assim, as submatrizes de K, sdo as seguintes:
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’~K’—‘{)‘—08K1—’T—‘TOO
K, =K' = 0 0, K. =K"=| 0 0 ol (4.6)
0 00 0 00
Ly L
g I ul
Wit I s
W
) Iy Loty
\i b j L

Figura 4.5 - Barra de uma estrutura articulada tridimensional.
4.5 - Barra de estrutura reticulada continua tridimensional

Na Figura 4.6 encontra-se representada uma barra duma estrutura reticulada continua
tridimensional. As submatrizes de K, sdo as seguintes:

- ; - .
‘FLA; 0 0 0 0 0 - 'Z- 0 0 0 0 0
12, 6EI, 121, 6EI,
—-L;—S 0 0 0. 73— 0 - 0 0 0 7| (473)
. 2B 6HL, . 12, 6El,
T v Sl T o L T
K= G, K=K = Gl,
o 0 o == 0 0 0 0 0 -t 0 0
o o 6EI, AEL o . SEI, o 2L .
o L I L
6EI, o LA o S o . 2
L r L | L r L |
Eg 0 0 o0 0
12E, 6El,
— 0 o 0 - (4.7b)
12E1, SEI,
0 —_—t 0 —zl—— 0
Ky= Gl,
0o o o = 0 0
6EIl, AL,
0 0 7 0 I 0
o _SEL o o A
L r L ]

5 - MATRIZ DE RIGIDEZ NO REFERENCIAL GLOBAL
5.1 - Matriz de rigidez da barra no referencial global
As grandezas referidas equagfo (2.1) encontram-se no referencial local da barra, [. Uma vez

que se pretende obter os deslocamentos dos pontos nodais da estrutura no referencial global,
- . . ! ~ .
as for¢as nodais equivalentes, Qi , e 0s deslocamentos dos nés da barra, U, , sdo convertidos

para o referencial global, por intermédio das seguintes relagdes:
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Us=TF U, 5.1)
2, =12, (5-2)

em que If ¢ a matriz de transformagio da barra, referida na secgdo 3. Multiplicando ambos

0s termos de (2.1) por L’f obtém-se:

Iy Q =T;K,U, (5.3)
Fazendo intervir em (5.3) as relagGes (5.1) e (5.2) e tendo em conta que Zég e I_ﬁfT , obtém-

se:
0 =TFK, T U} (5.4)

ou
Q: =K U¥ (5.5)

pelo que

Ki=TEK, T (5.6)

em que K} representa a matriz de rigidez da barra no referencial global g.

5.2 - Matriz de rigidez da estrutura

A matriz de rigidez da estrutura, K%, no referencial global de eixos g, é obtida

espalhando nesta matriz as matrizes de rigidez, K, das barras da estrutura. Considere-se, por
exemplo, o pértico plano representado na figura 5.1. Este pértico é constituido por duas
barras. A barra 1 tem o n6 1 e o n6 2 na extremidade esquerda e direita, respectivamente, e a
barra 2 tem 0 n6 2 e 0 n6 3 na extremidade esquerda e direita, respectivamente.

T
(&)

(g,) 1 &
i

Figura 5.1 - Pértico plano.

A matriz de rigidez da barra 1 no sistema global € a seguinte:
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o |TOKL T THE,
= T’g K, T8 T”‘ X!

—1,22

Ty
o T (5.7)

I

em que T € a submatriz de T% relativa A extremidade esquerda (n6 i) da barra 1 (ver

equacdo (3.31)), e K. & a submatriz associada s extremidades i (esquerda) e j (direita) da

LR

barra 1. Na secgdio 3 verificamos que Ty, =T} =T, pelo que:

1 sieT [ T
Kf = gKill-ZIg TgKilzTg (5.8)
=y I T I 1T .
TgKiZl-’I—:Ig TgKiZZTg
De forma andloga, para a barra 2 teremos:
z =g T / !
Kf = TgKlznzzg TnglzTg (5.9)
-3 =T .
’ Tlg KlZ’Zl -7-:-[2g Tlg I(IEZZT’z

O espalhamento de Kf e Ki na matiz de rigidez da estrutura, K% estd
esquematicamente descrito na figura 5.2,

barra 1 barra 2

Ponto nodal 1 Ponto nodal 2 Ponto nodal 3

- Ty 1 il
Ponto nodal 1 I, Kl 11 T1 T Kl L} , barra 1
Uiy gt kT
: T K1 22 Tx .
P i T =g g T
Ponto nodal 2 | ¢ K T, + KT
! Tl gt le ! 4
T _122“_'2 , barra 2
Ponto nodal 3 ! gig gt it g gt T
on I, Kz SEST -1, Kz.zzzz

Figura 5.2 - Espalhamento das matrizes de rigidez das barras do pértico representado na figura 5.1, na matriz de
rigidez da estrutura,

Assim a matriz de rigidez da barra 1 ¢ espalhada nas linhas e colunas de K%,
correspondentes aos nés das suas extremidades (pontos nodais 1 e 2) e a matriz de rigidez da
barra 2 € espalhada nas linhas e colunas de K%, correspondentes aos pontos nodais 2 € 3.

Desta forma, verifica-se que nas linhas e colunas do ponto nodal 2 adiciona-se a contribuigio
de rigidez da extremidade direita da barra 1 com a rigidez da extremidade esquerda da barra 2.

6 - APOIOS ELASTICOS

Uma estrutura pode ter alguns dos seus pontos nodais ligados a elementos com
comportamento eldstico, exteriores 2 estrutura. Estes elementos podem ser, por exemplo, o
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solo de suporte da estrutura, barras de outras estruturas ou qualquer elemento cuja
deformabilidade é proporcional a forga introduzida pela estrutura nesse elemento. A influéncia
que estes elementos introduzem no comportamento da estrutura € tida em conta adicionando-
se a rigidez desse elemento, 2 rigidez da estrutura, K% . Num ponto nodal pode existir apoios

eldsticos introduzindo rigidez segundo qualquer dos graus de liberdade dum ponto nodal da
estrutura. Assim, pode haver elementos com rigidez axial ou com rigidez a flexdo. A rigidez
axial € adicionada aos graus de liberdade correspondentes a deslocamentos, enquanto a rigidez
a flexdo é adicionada aos graus de liberdade correspondentes as rotagdes.

Considere-se que um determinado ponto nodal i da estrutura estd ligado a um elemento
com comportamento eldstico, usualmente considerado como uma mola. Essa mola tem uma
rigidez K, sendo i, o versor do eixo da mola, conforme se representa na Figura 6.1.

Figura 6.1 - Elemento eldstico, tipo mola, ligado a um ponto nodal da estrutura.

°

Os angulos efectuados por 1, com ¢

a Loy €1 S30 Y, ¥, e ¥,, conforme se representa na

Figura 6.1, pelo que:

o

I, 1, =CO8Y;; 1

5

o by, =CO8Y,5 i -1, =COSY, 6.1)

que s30 os cosenos directores do versor I, no referencial global g. Assim,

T =={cos)/1 cosY, cosys}T (6.2)

€ o vector que converte grandezas referidas ao eixo s da mola, em grandezas referidas ao
sistema global de eixos, g. A equagio de equilibrio da mola segundo o seu eixo s serd:

O =K,u. (6.3)

Como os deslocamentos e as forgas nos referenciais s e g relacionam-se por intermédio das
seguintes respectivas relagdes:

Ut =Ty 6.4)
=10 65)
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que substitufdas em (6.3) conduzem 2 seguinte expressio:
0f =K% U! (6.6)
em que

KL =T K, 1% (6.7)
€ a matriz de rigidez da mola no referencial global g. A matriz K*. deve ser adicionada 3
parte da matriz de rigidez da estrutura, K7, onde estdo espalhados os coeficientes de rigidez
associados ao ponto i, isto €, K7 .. Se a mola tem rigidez axial, K*, deve ser somada as
linhas e colunas de K7, relativas a graus de liberdade de deslocamentos. Se a mola tiver
rigidez a flexdo, K7, deve ser adicionada as linhas e colunas de K%, relativas a graus de

liberdade de rotagGes. Na figura 6.2 exemplifica-se este procedimento para o caso de um
pértico continuo tridimensional. Um ponto nodal desta estrutura tem seis graus de liberdade,

sendo os trés primeiros relativos a deslocamentos (u,ﬁ Jub ,ug) e 08 trés ultimos relativos a
rotagdes (uii,ug,uii). Assim, se a mola desenvolver rigidez axial, K* serd adicionada as
linhas e colunas de K73, correspondentes aos deslocamentos uf,ud,u?, conforme se
representa na figura 6.2a. Se a mola tiver rigidez A flexdo, K, serd adicionada 2s linhas e
colunas de K3 . correspondentes as rotagdes uf, ,uf,u’, conforme se representa na figura
6.2b.

ponto nodal i ponto nodal
; .
8 .8
i uh ufy ol uf uf; ufy ufh ufoufy uf uf
uf uf
K5
u‘_gz ettt . u‘_i
ponto | uf < ponto | uf p
. ’ K5 . K5
nodali | .z =i nodal i | ¢ kB
4 . 4
&
uils uf cee Eiu
s ule
(a) (b)

Figura - 6.2 Adic¢io da contribui¢do de rigidez de uma mola com rigidez axial (a) e 2 flexdo (b) na matriz de
rigidez da estrutura K% .
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7 - APOIOS INCLINADOS

Em algumas estruturas pode haver a necessidade ou o interesse de que os graus de
liberdade de determinado ponto nodal fiquem estabelecidos num referencial diferente do local
da barra e do global da estrutura. E o caso, por exemplo, dos pontos nodais de ligacdo da
estrutura ao exterior, convencionalmente designados por apoios, em que os deslocamentos
desses pontos nodais sdo prescritos num referencial diferente do da(s) barra(s), que se liga(m)
a esse ponto e diferente do referencial global da estrutura. Neste caso diz-se, correntemente,
que se trata de um apoio inclinado. Pode ainda haver interesse em se obter os deslocamentos
de determinado ponto num referencial especificado.

Assim, considere-se que num determinado ponto i duma estrutura, os graus de
liberdade séo estabelecidos num referencial auxiliar, a, conforme se representa na Figura 7.1.
Por simplicidade de exposi¢do considere-se que a barra representada nesta figura faz parte de
um pértico plano.

4
8204

!
lu,

a
ay Uy

(gs) = (ls)E (“3)
(ur) = ()= (u5)

Figura 7.1 - Apoio inclinado.

Considerando as condigdes de ligagio do ponto nodal i, verifica-se que se tem que impor que
u; =0 ou que € igual a um determinado valor prescrito ndo nulo (correntemente denominado

de assentamento de apoio). Assim, os graus de liberdade do ponto i t8m que ser referenciados
ao sistema de eixos auxiliar a. Tal imposi¢io conduz a que a submatriz de rigidez da estrutura,
correspondente aos graus de liberdade associados ao ponto nodal i, tem que ser estabelecida
no referencial auxiliar. O mesmo se passa para as forcas nodais equivalentes associadas a este
ponto nodal.

Os deslocamentos do ponto nodal i no referencial auxiliar sdo convertidos para o referencial
global por intermédio das seguintes equagBes (no caso de pértico continuo plano):

ui | |cosB —senf O us;
us r=1senff cosfp ORu, (7.1a)
Eﬁi 0 0 1 Hgi
ou
Us=T+*U (7.1b)
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em que Uf e U sdo os deslocamentos do ponto i referidos ao sistema global de eixos da
estrutura e ao sistema auxiliar de eixos, e T7* € a matriz que transforma os deslocamentos U
para o referencial global. Assim, para os deslocamentos da barra tem-se;

{Q?} [1;'* 0 HQ} |
= a ,, (7.2)
ve[ 7o T ||ue

em que T € a matriz que converte U para U, caracterizada pelos cosenos directores que
os eixos do referencial auxiliar efectua com os eixos do referencial global. Por sua vez, T7*

inclui os cosenos directores que os eixos do referencial auxiliar associado ao n6 j (que pode
ser diferente do especificado no ponto i) efectua com os eixos do referencial global. Se os
deslocamentos do ponto j forem estabelecidos no referencial local da barra Zj“ =] emque [

¢ a matriz identidade. O mesmo se passard em relacdo ao ponto i.

Tal como os deslocamentos, as forgas nodais equivalentes aplicadas num apoio
inclinado t€m que ser convertidas para o referencial auxiliar pelo que se recorre 3 seguinte
relagdo:

Q=T 0t (7.3)
No caso da barra teremos:
o [z‘.’” 0 }.Q.f
= T e (7.4)
_Qj Q Z]' _Q_}'
Como:
ol [z oT& ]z o a5
of*lo mtlx, £ zzg’ U

que substituida em (7.4) e tendo em atengdo (7.2) converte esta relaglio na seguinte:

2\ (=" o7 ok, k(7 o [z o]
) R Rl ST R (6a)
_Q j 0 Ijg Q -T—-b -—Kﬂ —-KIJ Q I.bg Q —T-‘f U j

Efectuando os sucessivos produtos matriciais obtém-se:

) [l?” o I LTS [Z : HQ} o
= 2ol ; * .
e[l o rlnen menle iy
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Qa TagT Tlg Kl Tlg Tag TagTTlg Kl zg Tag Ua
_Q“; = TagTTlg Kl Tlg Tag TagTTlg Kl ng Tag Ua (76(:)
Qa agT 2 rpag agT 1-g mrag a
KiTe T# KT ||U
e | ] i S} S ff e f P (7.6(1)
Qa TagTKg find TagTKg T e
=i ;10 I KGT5 Y
9| [k k:)fus Ny
o[ & gl 7.60)

Se os deslocamentos do ponto j ndo forem estabelecidos num referencial auxiliar entio
T =1, pelo que a relagdo (7.6d) converter-se-4 na seguinte:

o gl prspag pal g |10
<, T® KT T K:||U;
A e S (7.7)
o K5T* K5 |\US

=; Jisi =j

Se os deslocamentos do ponto i ndo forem estabelecidos num referencial auxiliar e os
deslocamentos do ponto j forem prescritos num referencial auxiliar, entdo 7% = I e a relago

(7.6d) converter-se-4 na seguinte:

o { A < } {Q?} :
a = ag T ag T a; al "’ (78
of oK Ty ||us

Finalmente se os deslocamentos dos nés da barra nfio forem estabelecidos em referenciais
auxiliares, entdo I =T7 = [, pelo que as equages de equilibrio da barra vem estabelecidas

of [Kg K® HU? }

T e [ S I

' = (7.9)
o'7lx; & llu

no referencial global da estrutura:

'8 - VECTOR SOLICITACAO

As estruturas reticuladas que o presente c6digo computacional permite analisar podem
ser submetidas as solicitagBes seguintes: forgas generalizadas aplicadas em pontos nodais da
estratura segundo os eixos do referencial global; forgas de volume segundo os eixos do
referencial global; forcas generalizadas distribufdas uniformemente nas barras segundo os
eixos do referencial da barra; forgas generalizadas distribufdas linearmente nas barras segundo
os eixos do referencial da barra; forgas generalizadas aplicadas em pontos do interior da barra
segundo os eixos do seu referencial; variagSes de temperatura em barras; assentamentos de
apoio.
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Nos pontos nodais dos apoios inclinados as forgas nodais equivalentes t8m que ser
convertidas para o referencial especificado.

9 - RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES DE EQUILIBRIO

O sisterna de equagBes de equilibrio (2.4) pode ser reorganizado da seguinte forma:

{Kf«u Kﬂ[u’zl} 2, o
Ky, Kig|Us, Q;, +R; ‘

em que K7, inclui as linhas e as colunas de interaccdo entre graus de liberdade livres, K7
T

inclui as linhas e as colunas de interacg@o entre graus de liberdade fixos, K% g =K g. inclui

08 termos de rigidez afectos A interaccfo entre os graus de liberdade livres e nxos us

U}, sdo as matrizes dos graus de liberdade livres, a determinar, e dos graus de hberdade

fixos (de valor nulo ou imposto, como sejam os assentamentos de apoio), conhecidos,
respectivamente, Q" e Qg sd0 as matrizes das forcas nodais equivalentes em

correspondéncia com 0S graus de liberdade livres e fixos, respectivamente, ¢ R5 € a matriz

& £ £ 3 « 1 o
das reacgdes nos apoios da estrutura. Em (9.1) U% , U} I Q QE,/ e R sdo matrizes,
dado gue incluem o conjunto de vectores correspondentes aos dlversos casos de carga que
actuam na estrutura.

A primeira linha de (9.1) assume a seguinte configuragio:

Ky Us, = Qi;,z - .Ki“jlf y.ir,j 9.2)
donde se obtém U}, por intermédio da resolugdo do sistema de equagOes lineares (9.2).
Note-se que em (9.2) as Unicas incGgnitas sdo U}, . Determinado U3, a segunda linha de
(9.1) permite obter as reacgdes nos apoios:

R :.Ki:,ﬂg-i*z"i"Kgff-Ff Q’Z 9.3)
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