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SUMÁRIO 
Com base nos parâmetros de fractura do betão reforçado com fibras de aço (BRFA) 
desenvolvido para pavimentos de edifícios industriais determinou-se o momento resistente, 
com o qual foi determinada a força máxima aplicável num canto de pavimento de BRFA, 
segundo o método das linhas de rotura. Os valores obtidos segundo este método foram 
comparados com os determinados com o método dos elementos finitos. 
 
 
1. INTRODUÇÃO 
 
Na determinação da capacidade de carga de pavimentos de edifícios industriais (PEI) em betão 
armado ou reforçado com fibras de aço apoiadas em solo tem sido corrente a utilização do 
método das linhas de rotura, MLR [1]. No entanto, este método não permite determinar a 
deformabilidade da estrutura laminar ao longo do seu carregamento. Além disso, a actuação de 
carregamentos, que pela sua disposição espacial originam interacções entre as eventuais linhas 
de rotura, tornam complexa a determinação da carga de colapso deste tipo de estruturas. 

O método dos elementos finitos, MEF, permite contornar as dificuldades enumeradas, dado ser 
possível traçar a resposta deformacional da estrutura até à sua rotura. No entanto, para que a 
simulação tenha a qualidade desejada é necessário que as leis constitutivas que modelam o 
comportamento dos materiais intervenientes reproduzam com suficiente rigor o 
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comportamento registado em ensaios experimentais. Além disto, nos PEI é importante simular 
devidamente a interacção solo-estrutura, em particular o efeito da perda de contacto entre a 
estrutura laminar e o solo de fundação. O modelo desenvolvido no âmbito do presente trabalho 
satisfaz os requisitos enunciados, dado que a estrutura laminar é decomposta em camadas, por 
forma a simular o comportamento não linear, quer por deformação plástica do betão em 
compressão, quer por fendilhação do betão. A unilateralidade das suas condições de apoio 
também é simulada. O modelo foi implementado no código computacional FEMIX, escrito em 
linguagem C, e concebido de forma a ser simples e eficiente a implementação de novos 
modelos constitutivos, tanto associados à estrutura laminar de betão como ao solo [2]. 

No âmbito de um programa de investigação financiado pela FCT foi desenvolvido um betão de 
custo competitivo reforçado com fibras de aço (BCCRFA) para pavimentos de edifícios 
industriais (PEI). Com base nos resultados obtidos em ensaios experimentais [3] e efectuando 
análise inversa com um modelo de fendilhação distribuída [4] foram obtidos os parâmetros 
fractura que caracterizam o comportamento pós-fendilhado desse BCCRFA. Por sua vez, a 
investigação experimental no âmbito da influência da abertura de fenda na corrosão das fibras 
de aço, e sua consequência nas propriedades do BRFA revelou que, para condições de baixa 
agressividade as propriedades do BRFA não são significativamente afectadas se a abertura de 
fenda for inferior a 0.3 mm [5, 6]. Assim, com base num modelo de secção (MS) que simula a 
propagação da fendilhação por intermédio de uma lei tensão-abertura de fenda, σ-w, foi 
determinado o valor máximo do momento registado até uma abertura de fenda de 0.3 mm (MR), 
para os BCCRFA. À abertura de fissura correspondente a MR atribui-se a designação de wR. 

De forma a localizar a fendilhação inerente à retracção do betão, é corrente executarem-se 
entalhes nas lajes dos pavimentos de edifícios industriais, os quais são correntemente 
designados por juntas de controlo de fendilhação ou juntas serradas [7]. O pavimento é assim 
decomposto num conjunto de painéis adjacentes. O máximo momento em valor absoluto 
ocorre quando a carga actua num dos cantos do painel sendo este, em geral, o carregamento 
que condiciona o dimensionamento de um PEI. Assim, no presente trabalho a carga 
correspondente à abertura de fenda wR, FMLR, foi obtida com base no momento MR e recorrendo 
à expressão proposta pelo MLR para este tipo de carregamento. Os valores de FMLR obtidos 
pelo MLR foram comparados com os determinados segundo análise não linear material 
baseada no MEF. Na simulação pelo MEF, a lei do modo I de fractura da fenda foi definida 
pelos parâmetros utilizados no MS. 

No estudo efectuado no presente trabalho consideraram-se pavimentos com espessura, h, de 
120, 160, 200 e 240 mm e solos com módulo de reacção, Ks, de 0.01, 0.04 e 0.08 N/mm3. Estes 
valores abrangem a maior parte das condições encontradas nos PEI. Dos BCCRFA 
desenvolvidos seleccionou-se o reforçado com fibras Dramix RC-65/60-BN [3] que têm 
60 mm de comprimento (lf), 0.92 mm de diâmetro (df), 65 de esbelteza (lf/df) e tensão de 
cedência da ordem dos 1100 MPa. 

 

2. BETÃO DE CUSTO COMPETITIVO REFORÇADO COM FIBRAS DE AÇO 
 
Na Tabela 1 incluem-se as composições do BCCRFA adoptado no presente estudo. Nesta 
tabela também se incluem as médias dos valores de resistência à compressão registados em 
cubos de 150 mm de aresta. Maior desenvolvimento sobre este assunto pode ser encontrado em 
[3]. 
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Tabela 1: Composições dos BCCRFA produzidos e correspondentes valores médios de 
resistência à compressão. 

Componente Quantidade 
[kg/m3] 

fcm  
[MPa] 

Cimento I 42.5R 300  
Areia Fina 173.5  
Areia britada 871.0  
Brita 5/15 315.7  
Brita 15/25 468.2  
Água 163.8  
Rheobuild® 1000 7.5  

Fibras Dramix® RC-65/60(% em volume) 

0 (0.00%) 
15 (0.19%) 
25 (0.32%) 
35 (0.45%) 
45 (0.57%) 

30.4 
36.4 
39.1 
34.1 
41.1 

 
 
3. PARÂMETROS DE FRACTURA DO BCCRFA E MOMENTO RESISTENTE 
 
Para determinar os parâmetros de fractura dos BCCRFA concebidos, as respostas força-flecha 
registadas em ensaios de flexão [3] foram simuladas por intermédio de análise inversa com um 
modelo baseado na análise não linear material segundo as técnicas do MEF. A estratégia 
desenvolvida encontra-se descrita em outro trabalho [4]. Nesta análise o modo I de fractura da 
fenda foi simulado por intermédio do diagrama trilinear, cr cr

n nσ ε− , representado na Figura 1. Os 
valores de cr

niε , cr
niσ  e de energia de fractura do material, Gf , que garantiram as melhores 

simulações por análise inversa são os indicados na Tabela 2. 

Para se determinar os valores de MR foi utilizado um MS descrito em outro trabalho [8]. Este 
modelo permite traçar a relação entre o momento e a curvatura, bem como a relação entre o 
momento e a abertura de fissura na face mais traccionada. Para tal, o comportamento 
pós-fendilhação do BCCRFA foi simulado por um diagrama trilinear tensão-abertura de fenda, 
σ-w, (Figura 2), obtido a partir do diagrama cr cr

n nσ ε−  determinado por análise inversa. Na 
transformação de cr cr

n nσ ε−  em σ-w admitiu-se que σ= cr
nσ  e w= cr

nε lb, sendo lb a largura da 
banda de fendilhação, considerada igual a 100 mm. lb é um dos parâmetros do modelo de 
fendilhação distribuída utilizado na simulação da resposta deformacional de lajes apoiadas em 
solo, efectuada na secção 5, tendo por função assegurar resultados independentes do grau de 
refinamento da malha de elementos finitos. No presente trabalho lb foi considerada igual à raiz 
quadrada da área do ponto de integração do elemento finito, tendo-se constatado que no ponto 
de integração onde primeiro ocorreu o valor de wR, lb era igual a 100 mm. Na Tabela 2 são 
indicados os valores de wi que definem o diagrama σ-w utilizado na determinação de MR dos 
distintos pavimentos de BCCRFA analisados. Os valores dos restantes parâmetros materiais 
requeridos pelo MS são iguais aos considerados na análise pelo MEF. 

 



Encontro Nacional Betão Estrutural 2004 4 

 

n,u
crε 

cr D 

n1 D cr 

D cr 
n2 

n3 

ε cr
n

σ n cr 

n,3 cr ε n,2 cr ε 

σ n,1 cr 

σ n,3 cr 

gf = Gf / lb σ n,2 cr 

nsec D cr 

 

n,1D

ww2

1
σ

σ
2

3
σ

Dn,2

n,3D

3w 4wjw

σ
j

n,cdD

 
Figura 1: Lei de amolecimento utilizada no 
modelo de fendilhação distribuída. 

Figura 2: Lei de amolecimento utilizada no 
modelo de secção. 

 
Tabela 2: Parâmetros de fractura do BCCRFA 

Qf 
(kg/m3) 

,1
cr
nσ  

(MPa) 
,2

,1

cr
n
cr
n

σ
σ

 ,3

,1

cr
n
cr
n

σ
σ

 ,2
cr
n
cr
nu

ε
ε

 ,3
cr
n
cr
nu

ε
ε

 2w  
(mm) 

3w  
(mm) 

4w  
(mm) 

Gf 
(N/mm) 

15 2.40 0.35 0.11 2.55 0.10 0.101 3.969 3.975 2.30 
25 2.60 0.51 0.31 1.28 0.79 0.053 3.279 4.164 3.90 
35 1.95 0.70 0.22 2.97 0.63 0.160 3.389 5.398 3.60 
45 3.42 0.60 0.60 0.05 0.14 0.003 0.812 5.614 6.60 

 
Na Tabela 3 apresentam-se os momentos correspondentes à abertura de fenda de wR, MR. 
Note-se que para Qf < 45 kg/m3 o momento máximo ocorreu para abertura de fenda inferior a 
0.3 mm. Nestes casos o valor de abertura de fenda indicado na tabela corresponde ao valor para 
esse momento. Para Qf = 45 kg/m3 o momento máximo é superior ao momento correspondente 
à abertura de fenda de 0.3 mm, pelo que nestes casos MR é o momento para w = 0.3 mm. 
Verifica-se que a influência das fibras em termos de aumento de MR só é significativa para 
Qf = 45 kg/m3. 
 

Tabela 3: Valor máximo do momento registado até abertura de fissura de 0.3 mm. 
h 

[mm] 
Qf 

[kg/m3] 
MR 

[kN.m/m] 
wR 

[mm]  h 
[mm] 

Qf 
[kg/m3] 

MR 
[kN.m/m] 

wR 
[mm] 

15 10.55 0.034  15 29.25 0.031 
25 10.70 0.022  25 29.82 0.025 
35 10.11 0.092  35 28.11 0.072 

 120 

45 12.80 0.300  

200 

45 35.70 0.300 
15 18.74 0.032  15 42.16 0.039 
25 19.07 0.024  25 42.97 0.026 
35 17.94 0.100  35 40.53 0.079 

160 

45 22.78 0.30  

240 

45 51.56 0.300 
 
 
 
 

σ 
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4. CAPACIDADE DE CARGA SEGUNDO O MÉTODO DAS LINHAS DE ROTURA 
 
Segundo o MLR, quando uma carga F, distribuída numa área correspondente a um quarto de 
círculo de raio 2a, é aplicada no canto de uma laje apoiada em meio elástico (ver Figura 3), o 
valor máximo dessa força pode ser obtido por intermédio da seguinte expressão [1]: 
 

( )2112 1
1 1.8 1 1.8

a LMF
a L a L

γ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

, ( )( )3 24 12 1c c sL E h Kυ⎡ ⎤= −⎣ ⎦
, 0.259 0.0899 a Lγ = −  (1) 

 
em que M é o momento resistente negativo da secção da laje, por unidade de comprimento, Ks 
o módulo de reacção do solo, Ec e νc são o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson 
do betão, e h é a espessura da laje. Substituindo em (1) M por MR obtém-se a carga 
correspondente ao momento resistente, designada por FMLR. Na Tabela 4 apresentam-se os 
valores de FMLR obtidos para as distintas soluções estudadas. Como a influência das fibras só se 
faz sentir no MR, a variação de FMLR depende directamente da variação ocorrida no MR. A 
análise dos valores desta tabela revelam que, aumentando o valor de Ks e mantendo os valores 
das restantes variáveis, o aumento de FMLR é marginal. Tal deve-se ao facto de F/M ser 
praticamente constante para os valores de a/L considerados no âmbito do presente trabalho, 
conforme se pode constatar na Figura 4. A relação F/M só aumenta significativamente para 
valores de a/L acima de 0.2, que corresponde a condições de espessura de laje, módulo de 
reacção do solo e área de carga de valores não correntes em aplicações práticas. A título de 
exemplo, na Figura 4 incluem-se os valores obtidos na série h=160 mm e Qf=25 kg/m3, de onde 
se constata que, como a/L é inferior a 0.1, (F/M)-( a/L) apenas variou entre 2.32 e 2.47. Da 
análise dos valores de FMLR da Tabela 4 constata-se ainda que para uma dada espessura de 
pavimento FMLR não varia significativamente com o aumento de fibras até Qf=35 kg/m3. Tal 
deve-se ao facto de MR ser praticamente igual nas composições com 15, 25 e 35 kg/m3, 
ocorrendo para wR de valor muito reduzido, para o qual os mecanismos das fibras não estão 
mobilizados na sua plenitude. Tal facto indica que para percentagens de fibras utilizadas 
correntemente em PEI (< 45 kg/m3), a influência das fibras na carga de colapso da estrutura 
determinada quer pelo MLR quer pelo MEF só é devidamente simulada se para momento 
resistente da secção for considerado um momento para uma abertura de fissura que permita 
mobilizar os mecanismos de reforço das fibras e consequente capacidade de redistribuição de 
esforços. Se para esse momento for considerado o momento correspondente a abertura de fenda 
de 0.3 mm, Mw=0.3, obtêm-se os valores indicados na Tabela 5. De facto, neste caso os valores 
de Mw=0.3 aumentam com Qf, pelo que FMLR também aumenta com Qf. 
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Figura 3: Linha de rotura em painel 

solicitado num dos seus cantos. 
Figura 4: Relação entre F/M e a/L. 



Encontro Nacional Betão Estrutural 2004 6 

5. CAPACIDADE DE CARGA SEGUNDO O MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
 

A análise não linear material das distintas configurações de laje apoiadas em meio elástico foi 
efectuada por intermédio de um modelo elasto-plástico de fendilhação distribuída 
implementado no código computacional FEMIX versão 4.0 [2, 10]. O desempenho deste 
modelo constitutivo já foi devidamente avaliado em outros trabalhos [11]. Para simular os 
fenómenos de não linearidade derivados da propagação da fendilhação e da deformação 
plástica do betão em compressão, a espessura da laje foi discretizada por dez camadas de igual 
espessura. O solo é simulado como um meio elástico oferecendo rigidez ortogonal ao folheto 
médio da laje de valor igual ao obtido em ensaios de placa (módulo de reacção do solo, Ks). No 
presente modelo admite-se que o solo não resiste a tensões de tracção, sendo a perda de 
contacto entre o solo e a estrutura laminar simulada de forma automática. Os parâmetros de 
fractura indicados na Tabela 2 foram os utilizados para definir a lei cr cr

n nσ ε−  que governa o 
modo I de fractura das fendas. Para resistência à compressão do BCCRFA foi utilizado o valor 
médio obtido no programa experimental, dado que a 
variabilidade de fc entre composições de distinto Qf não 
afecta significativamente os valores em interesse nas 
simulações efectuadas. Os valores do módulo de 
elasticidade foram determinados com base no fcm de cada 
composição e procedendo de acordo com as 
recomendações do CEB-FIP 2003 [12]. Na Figura 5 
representa-se a malha de elementos finitos adoptada. 
Trata-se de um painel de 5×5 m2, representativo dos que 
geralmente se executam nos PEI. Para acelerar o cálculo, 
sem prejuízo da qualidade da simulação, admitiu-se a 
ocorrência de fenómenos de não linearidade material 
apenas em elementos onde a tensão máxima de tracção 
pode ultrapassar a resistência à tracção do betão, tendo 
os restantes sido considerados em regime linear e 
elástico, pelo que foram discretizados por uma única camada (ver Figura 5). A força aplicada 
no canto da laje encontrava-se distribuída numa área de 100×100 mm2. Cada simulação foi 
interrompida quando num ponto de integração da camada mais traccionada ocorreu uma 
abertura de fissura igual a wR (wR=

,
cr
n Rε lb). Os valores da carga aplicada correspondentes a wR 

encontram-se na Tabela 4, nas colunas correspondentes a FFEM. Na última coluna desta tabela 
procede-se à comparação dos valores da força obtidos segundo o MLR e o MEF (FFEM / FMLR). 
Como o FFEM corresponde à ocorrência do valor de wR num determinado ponto de integração 
da malha de elementos finitos, e como os valores de wR são muito baixos para as composições 
com Qf < 45 kg/m3, as simulações com o MEF foram interrompidas muito antes de ter ocorrido 
a redistribuição de esforços que a ductilidade introduzida pelas fibras permite. Este facto 
conduziu a valores de FFEM muito semelhantes para aquelas composições, tal como sucedeu na 
análise com o MLR. O factor FFEM / FMLR variou entre 1.01 e 1.64, verificando-se uma 
tendência de aumentar com Qf, sendo esse aumento apenas significativo entre Qf = 35 e 
45 kg/m3. Se para momento resistente for adoptada o momento correspondente a abertura de 
fenda de 0.3 mm, Mw=0.3, obtêm-se os valores de FFEM e de FFEM / FMLR indicados na Tabela 5. 
Neste caso, como a análise segundo o MEF é interrompida após ter ocorrido uma redistribuição 
de esforços significativa, não simulável segundo o MLR, os valores do factor FFEM / FMLR são 
bastante superiores aos obtidos com MR (Tabela 4). 

Carga 

Elementos em 
regime não linear 

Elementos em 
regime linear 

Figura 5: Malha de elementos finitos. 
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Tabela 4: Capacidade de carga estimada pelo MLR e MEF com base em MR. 
FMLR (kN) FFEM (kN) FFEM / FMLR 

  
 
 

       h 
(mm) 

Qf 
(kg/m3) 

MR 
(kN.m/m) 

0.01 0.04 0.08 0.01 0.04 0.08 0.01 0.04 0.08 
            

15 10.55 25.02 26.22 27.04 28.11 31.92 33.78 1.12 1.22 1.25 
25 10.7 25.38 26.59 27.43 27.59 31.69 33.50 1.09 1.19 1.22 
35 10.11 23.98 25.13 25.91 29.22 33.06 35.90 1.22 1.32 1.39 

120 

45 12.8 30.36 31.81 32.81 41.01 48.17 53.86 1.35 1.51 1.64 
15 18.74 43.48 45.16 46.27 46.55 51.89 55.66 1.07 1.15 1.20 
25 19.07 44.24 45.95 47.08 46.92 51.59 56.14 1.06 1.12 1.19 
35 17.94 41.62 43.23 44.29 48.16 55.52 58.52 1.16 1.28 1.32 

160 

45 22.78 52.85 54.89 56.24 66.36 77.40 83.14 1.26 1.41 1.48 
15 29.25 66.88 69.10 70.54 70.44 75.94 80.44 1.05 1.10 1.14 
25 29.82 68.19 70.45 71.91 70.44 75.85 79.84 1.03 1.08 1.11 
35 28.11 64.28 66.41 67.79 70.66 77.68 83.31 1.10 1.17 1.23 

200 

45 35.7 81.63 84.34 86.09 97.87 113.55 121.63 1.20 1.35 1.41 
15 42.16 95.40 98.21 100.00 98.99 106.37 112.65 1.04 1.08 1.13 
25 42.97 97.23 100.10 101.92 98.64 105.72 111.16 1.01 1.06 1.09 
35 40.53 91.71 94.41 96.14 99.22 107.20 113.77 1.08 1.14 1.18 

240 
 

45 51.56 116.67 120.11 122.30 136.61 152.66 167.28 1.17 1.27 1.37 
 

Tabela 5: Capacidade de carga estimada pelo MLR e MEF com base em Mw=0.3. 
FMLR (kN) FFEM (kN) FFEM / FMLR 

  
 
 

       h 
(mm) 

Qf 
(kg/m3) 

M w=0.3 
(kN.m/m) 

0.01 0.04 0.08 0.01 0.04 0.08 0.01 0.04 0.08 
            

15 5.89 13.97 14.64 15.09 24.59 28.57 32.42 1.76 1.95 2.15 
25 8.45 20.05 21.01 21.66 29.15 32.85 37.11 1.45 1.56 1.71 
35 8.98 21.29 22.31 23.00 32.98 42.62 43.54 1.55 1.91 1.89 

120 

45 12.80 30.37 31.82 32.82 41.01 48.17 53.86 1.35 1.51 1.64 
15 10.63 24.67 25.62 26.26 40.17 47.12 49.22 1.63 1.84 1.87 
25 15.21 35.29 36.65 37.56 46.99 55.36 57.39 1.33 1.51 1.53 
35 16.13 37.43 38.88 39.83 52.16 64.57 77.48 1.39 1.66 1.95 

160 

45 22.78 52.84 54.88 56.23 66.36 77.40 83.14 1.26 1.41 1.48 
15 16.59 37.93 39.18 40.00 57.08 64.87 73.08 1.50 1.66 1.83 
25 23.85 54.54 56.35 57.52 69.16 77.33 86.48 1.27 1.37 1.50 
35 25.30 57.86 59.77 61.02 76.38 88.29 100.94 1.32 1.48 1.65 

200 

45 35.70 81.64 84.34 86.09 97.87 113.55 121.63 1.20 1.35 1.41 
15 24.04 54.40 56.01 57.03 77.87 90.88 94.80 1.43 1.62 1.66 
25 34.28 77.57 79.85 81.31 94.37 108.30 112.71 1.22 1.36 1.39 
35 36.41 82.39 84.82 86.37 105.25 118.61 128.53 1.28 1.40 1.49 

240 
 

45 51.56 116.67 120.11 122.30 136.61 152.66 167.28 1.17 1.27 1.37 

Ks (N/mm3) Ks (N/mm3) Ks (N/mm3) 

Ks (N/mm3) Ks (N/mm3) Ks (N/mm3) 
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6. CONCLUSÕES 
 
No presente trabalho foi avaliado o desempenho do método das linhas de rotura, MLR, na 
simulação da carga de rotura de pavimentos de edifícios industriais (PEI) construídos em betão 
de custo competitivo reforçado com fibras de aço (BCCRFA). Essa avaliação foi efectuada por 
comparação com resultados obtidos por intermédio de um modelo de análise não linear 
material implementado no código computacional FEMIX, baseado no método dos elementos 
finitos (MEF). Para carregamento considerou-se uma carga distribuída num dos cantos do 
pavimento, que é geralmente o que condiciona o dimensionamento deste tipo de estruturas. 
Dos resultados obtidos constatou-se que para quantidades de fibras utilizadas nas aplicações 
correntes de PEI (< 45 kg/m3), se a carga de rotura, determinada segundo o MLR, for obtida a 
partir do momento máximo ocorrido até abertura de fissura de 0.3 mm, MR, o seu valor será 
praticamente insensível à presença das fibras. Por seu lado, o MEF estima valores de 
capacidade de carga similares para esses betões, dado que o valor de abertura de fissura 
correspondente a MR, wR, é demasiado pequeno, sendo a simulação interrompida antes dos 
mecanismos de reforço proporcionados pelas fibras serem mobilizados eficazmente de forma a 
ocorrer alguma capacidade de distribuição de esforços. Se em vez do MR for utilizado o 
momento correspondente a abertura de fenda de 0.3 mm, Mw=0.3, o efeito do aumento da 
quantidade de fibras, Qf, faz-se sentir no Mw=0.3 e nas forças determinadas segundo o MLR e 
segundo o MEF. Por isto, é necessário estabelecer a figura de momento equivalente ou de 
momento residual, por forma a permitir simular os efeitos relevantes advindos da adição de 
fibras a materiais de matriz cimentícia, quer no momento resistente quer na carga de colapso 
determinada segundo o MLR e MEF. 
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